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Vorwort

Aktuelle Entwicklungen auf dem Gebiet der numerischen Methoden im Maschinenbau stehen
im engen Zusammenhang mit den hohen Anforderungen an die Produktqualitat. Die stetig
steigenden Computerresourcen und die besser werdende Qualitdt der Software und der
Arbeitsablaufe in der Simulation erweitern kontinuierlich die Anwendungsgebiete im
Entwicklungsprozess. Die Berechnung von physikalischen und chemischen Prozessen, wie sie
in und um Fahrzeuge und speziell in Motoren vorkommen, sind dabei wichtige
Anwendungsfalle fir diese Methoden an unserem Institut. Der groRRe Vorteil gegenliber der
messtechnischen Erfassung der Ph&nomene liegt dabei darin, dass vergleichsweise schnell
und kostenglnstig Ergebnisse erhalten werden konnen und dadurch viel zusétzliche
Information Uber die dreidimensionalen und instationdaren Vorgange vorliegt. Dies gilt
mittlerweile auch fir reale Geometrien und realititsnahe Prozesse mit wenigen
Vereinfachungen. Fir den Einsatz im Entwicklungsprozess ist es dariiber hinaus wichtig, dass
die Ergebnisse zeitgerecht geliefert werden kénnen. Die Simulationen missen daher stabil
laufen und auch Kompromisse zwischen Genauigkeit und Geschwindigkeit erlauben. Ein Teil
der fir den Maschinenbau wichtigen Vorgange sind von Stromungsvorgéngen bestimmt.
Beispiele fur Projekte an unserem Institut sind die Strémungsvorgédnge im Motor, in den
Ansaug- und Auspuffleitungen aber auch Stromungen durch die Kuhler, unter der
Motorhaube und im Fahrgastraum. Weitere wichtige Anwendungsgebiete numerischer
Methoden an unserem Institut sind die Schadstoffausbreitung, die Tunnelliftung aber auch
thermodynamische Untersuchungen an Kompressoren etc.

Analytische Losungen der Stromungsgleichungen haben praktisch kaum noch Bedeutung in
ingenieurmaRigen Anwendung. Numerische Methoden lassen sich hingegen auf die oben
angefiihrten Problemstellungen anwenden, fur die z.B. im Motor wegen extremer
Temperaturen oder Driicke oder wegen der kurzen Zeitdauer der Phanomene kaum oder keine
experimentelle Untersuchung moglich ist. Als Ergebnis liegen die vollstandigen
dreidimensionalen und zeitabhangigen Stromungsfelder vor, d.h. Geschwindigkeiten, Druck,
Temperatur, TurbulenzgroRen, Stoffgrélen, etc. an allen Orten des untersuchten Gebiets. Es
treten dabei keine Skalierungsprobleme auf und es kodnnen auch Parameterstudien
durchgefuhrt werden. Die notwendigen Vereinfachungen (z.B. Turbulenzmodelle,
Verbrennungsmodelle) sind einer der wichtigsten Nachteile bei der Simulation mit Hilfe
numerischer Verfahren. Meistens sind die Modellannahmen durch eingeschrénkte
Rechnerkapazitit bedingt. Diese flihrt auch dazu, dass die Losung auf einem relativ groben
numerischen Gitter bestimmt werden muss und damit Diskretisierungsfehler auftreten. Fur
numerische Berechnungen missen Anfangsbedingungen sowie Randbedingungen an Ein- und
Austrittsflachen vorgegeben werden, die einen entscheidenden Einfluss auf die Lésung haben.
Diese Randbedingungen missen entweder aus experimentellen Untersuchungen bekannt sein
oder mit Hilfe analytischer Beziehungen angendhert werden. Die meisten kommerziell
verfligbaren Berechnungsprogramme fur Vorgdnge in denen Strémungen einen
entscheidenden Einfluss haben, basieren auf der Methode der Finiten—\Volumen (FVM). Diese
Methode ist dartiber hinaus eine Umsetzung eines thermodynamischen Prinzips, ndmlich die
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Bilanz fir eine ErhaltungsgroRe fir ein endlich grofles System anzusetzen.

Im Folgenden werden zuerst die grundlegenden Gleichungen fir die Berechnung von
Stromungen und Energieflussen (Erhaltungsgleichungen fir Masse, Impuls und Energie) und
deren Anforderung an die numerische Methode dargestellt. Danach folgen die Grundlagen der
Finiten Volumen Methode mit ihren Eigenschaften und Konzepten.

Der Inhalt dieses Skriptums soll auch helfen, das in den Grundlagenvorlesungen erlangte
Wissen ber Stromungsvorgange aufzufrischen und den Wissensstand im Bereich der
numerischen Methoden zu erweitern.

Ich mochte mich an dieser Stelle bei meinem Kollegen Ao. Univ.-Prof. Dr. Peter Sturm fur
die umfangreichen Vorarbeiten in Rahmen der Vorlesung und auch fiir die Unterstiitzung bei
der Erstellung des Skriptums bedanken.

Marz 2015

Raimund Almbauer
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Formelzeichen, Indizes und Abkirzungen
Lateinische Formelzeichen

a=A(p-cp) m2/s Temperaturleitfahigkeit

A m2 Flache, Oberflache, Querschnittsflache
C = dQre/dT J/(kg'K) spezifische Warmekapazitat
Cp; Cv J/(kg-K) spezifische isobare; isochore Warmekapazitét
C div Konstante

d M Durchmesser

D m?/s Diffusionskoeffizient

e J/kg spezifische innere Energie

E J/kg spezifische Energie

Ea J aullere Energie

F N Kraft

G m/s2 ortliche Fallbeschleunigung

gn =9,80665 m/s2 Normfallbeschleunigung

h J/kg spezifische Enthalpie

H J Enthalpie

J -/(m3s) flachenspezifischer Fluss einer Grole
k m?/s? turbulente kinetische Energie
K W/(m?K) Warmedurchgangskoeffizient

I M Lange

m kg Masse

m ka/s Massenstrom

M g/mol molare Masse

n (K)mol Stoffmenge, Molzahl

N - Laufvariable

p bar, Pa Druck

P (KW Leistung

q J/kg spezifische Wéarme(menge)

Q J Warme

R J/(kg'K spezifische Gaskonstante

S 1/s Quellterm (sink, source)

t °C Celsius-Temperatur

T K thermodynamische Temperatur
u J/kg spezifische innere Energie

U J innere Energie

v m'/kg spezifisches Volumen

\Y m3 Volumen

W J/kg spezifische Arbeit

W J Arbeit

XY, Z m Koordinaten (kartesische)

u, v, w m/s Geschwindigkeiten in die drei

Koordinatenrichtungen

Griechische Formelzeichen

a W/(m*K) Warmeuibergangskoeffizient
Si - Kronecker Delta
£ m?/s3 Dissipation

) -/kg allg. spez. transportierte Grolie
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Q NN T < >3
[
S
)

N-s/m? (dynamische) Viskositat

W/(mK) Warmeleitfahigkeit

m?/s kinematische Z&higkeit, Viskositat
kg/m3 Dichte

N/m2 Schubspannung

m?/s Diffusionskoeffizient

- Prandtl-, Schmidtzahl

Operatoren und Bezeichnungen

> Moo o

vollstandiges Differential

unvollstandiges Differential

partielles Differential

Summe

Differenz zweier Grofen; Laplace-Operator

Weitere Indices und Abktrzungen

1
2

1D

3D

a

CFD

D

DNS

e

g

ges
grad

I, J, K
Kin
konst
KO
max
min
Nu=ealld
0
Pr=vla
Re=wl/v
S

sog

t

u, v, w
vol

zu

Zustand (im Querschnitt, am Punkt) 1
Zustand (im Querschnitt, am Punkt) 2

eindimensional

dreidimensional

aus, auflen, aufere

Computational Fluid Dynamics

Diffusion

direkte numerische Simulation

ein, (Behalter-) Eintritt; eingebracht

gasformig

Gesamt

Gradient (1. rdumliche Ableitung eines Skalarfelds)
Laufvariablen (in die drei Koordinatenrichtungen X, y und z)
Kinetisch

konstant

Kompressor

maximal

Minimal

NuRelt-Zahl, Nu

obere

Prandtl-Zahl

Reynolds-Zahl

System

sogenannt

turbulent

Geschwindigkeiten in die drei kartesischen Richtungen x, y und z
volumetrisch

zugefihrt(e) (Warme)
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1 Mathematische Formulierung von Erhaltungsgleichungen

1.1 Beschreibung und Herleitung der Erhaltungsgleichungen fir Energie,
Impuls, Masse (Spezies) und allgemeine weitere spezifische
ErhaltungsgrofRRen

Der 1. Hauptsatz der Thermodynamik l&sst sich meist nur in geometrisch einfachen Systemen
und mit mehreren Annahmen geschlossen losen. Zu diesen Annahmen zéhlt z.B., dass in
einem geschlossenen System Uberall der gleiche thermodynamische Zustand vorliegt. Diese
und weitere Annahmen halten der Realitat der physikalischen und chemischen Vorgange in
Maschinen nicht Stand. Der zeitliche Verlauf und die rdumliche Verteilung der
physikalischen Gréf3en stehen in Interaktion mit der Geometrie der Maschinen und bestimmen
damit deren Leistungsfahigkeit und Effizienz. In Festkdrpern ist der Energietransport in den
hier betrachteten Anwendungen meist nur auf den Warmetransport beschrankt. In Gasen und
Flussigkeiten beeinflusst jedoch die Strémung zusétzlich den Energietransport und héngt
meist selbst wieder von der Verteilung der Energie ab. Um nun die Information Uber die
zeitliche und rdumliche Verteilung der physikalischen Gréf3en in Maschinen und Anlagen zu
erhalten, mussen die Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls, Energie und Massenbruch
zeitlich und rdumlich aufgel6st berechnet werden. Alle diese Gleichungen sind prinzipiell von
gleicher Form und driicken ein Erhaltungsprinzip aus. Die zu erhaltende spezifische (auf die
Masse bezogene) GroRe (Variable) wird im Folgenden ¢ genannt. Zunachst sollen allgemein
die Transportmechanismen diskutiert werden, um dann zu einem universellen Ansatz flr eine
numerische LAsung zu gelangen.

1.2 Prinzip der Erhaltung einer physikalischen GroéRe

In Abb. 1 ist der Stoff- und
Molekulartransport in und aus einem

Kontrollvolumen dargestellt. Dieses Molekularer Transport durch
. . die Volumenfiéche (z.B.
Kontrollvolumen entspricht dabei Oiosom WAoo

einem thermodynamischen System,
Konvektiver Transport

mit einer definierten, geometrisch  einer Groge in das
Volumen (Stromung)

geschlossenen  Oberflache.  Die >

Konvektiver Transport
einer Groe aus dem
Volumen

Quellen, Senken

A = H (z.B.: Warmestrom (z.B.: Wéarmequelle, (z.B.: Wéarmestrom
Anderungsrate der G rOBe ¢ Im in das Volumen) Emissionsquelle) aus dem Volumen)
Kontrollvolumen entspricht dem
Netto-Stromungstransport (ein /\/

. Molekularer Transport
minus aus), dem Netto- durch die Volumenfléche

Molekulartransport (ein minus aus)
und den Eintrag durch Quellen
(bzw. Senken).

Abb. 1: Erhaltung einer GréRe im Kontrollvolumen
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1.2.1 Allgemeine Bilanzgleichung

Um nun das Erhaltungsprinzip in eine mathematische Gleichung tberzuftihren, kann wie folgt
vorgegangen werden: Betrachtet werden die Flusse J in der Richtung x (Jx) einer beliebigen
spezifischen ErhaltungsgrélRe ¢ an den Grenzen eines kartesischen Volumenelements (Ax,
Ay, Az) mit Hilfe des ersten Terms des Taylorreihenansatzes:

Jy R

- dd

y > J, + 2 AX
——— \ ax

Z

Abbildung 2: Flussbilanz in x-Richtung an einem Volumenelement

Darin ist Jy der Fluss in x-Richtung (Strom der Grofl3e pro Flacheneinheit). Wenn dieser mit
der Flache multipliziert wird, ergibt sich der Strom der physikalischen GroRe tber die Flache.
Bilanziert man fur die beiden Flachen des Volumens, die normal auf die x-Richtung stehen,
ergibt sich folgende Netto-Anderung der physikalischen GroRe im Volumen:

0.+ Pxax— 3 ydydz = Pxdxdydz = Px v Gl. 1
OX OX OX

Bei dieser Schreibweise wurde von einem endlich grof3en Volumen AV mit Ax, Ay, und Az auf
ein infinitesimal kleines Volumen dV mit dx, dy und dz Gibergegangen.

oJ,
Der Netto-Strom pro Volumeneinheit ist damit: OX

Anmerkung: Der Fluss aus dem Kontrollvolumen wird hier positiv angesetzt! Dies
widerspricht der Vorgangsweise der Thermodynamik, die die Flusse in das Kontrollvolumen
positiv ansetzt. Diese Vorgangsweise wird bei der Ableitung der Erhaltungsgleichungen
ublicherweise eingehalten und wird daher auch hier tbernommen.

Bei Betrachtung aller drei Raumrichtungen X, y, z ergibt sich (in Vektor-Schreibweise) die
Netto-Anderung der physikalischen GréRe bezogen auf das Volumenelement dV mit:

ol
0 %y 19 iy =vy Gl. 2

ox oy oz
Die differentielle Form einer allgemeinen Bilanz fir die physikalische Groflie ¢ lautet damit
(unter Verwendung der Tensorschreibweise und der Einstein‘schen Summenkonvention):
o4, Dy g
ot 0OX

Gl. 3

mit : = zeitliche Anderungsrate

oy
ot
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In einem Fluid setzt sich der Fluss J; aus einem konvektiven und einem diffusiven Anteil

zusammen.
mlt : ‘] = ‘] Konvektion + ‘] Diffusion
‘] Konvektion — IO U¢
J Diffussion — _F¢grad¢ = _F¢V¢
L, = all gemeiner Diffussionskoeff .
S, = Quellterm
¢
Ji =(pug)+(-T, a_)
Konvektion Xi
Diffusion
Daraus folgt die allgemeine differentielle Form

Tensorschreibweise):

opp , dpug _ 0
ot OX; OX;

i
Konvektion

¢

Quellterm

L, of j+ S
OX

Instationarterm Diffusion

@ kann stehen fiir:

Gl. 4

der Transportgleichung (in

Gl.5

e eine Geschwindigkeitskomponente (u, v, w = spezifischer Impuls)

e spezifische Energie (in vereinfachten Fallen des 1.HS auch spezifische Enthalpie)
e Konzentration einer chemischen Komponente (Massenanteil)

e eine TurbulenzgroRe (z.B. turbulente kinetische Energie k, Disspationsrate )

Die Bilanzgleichungen fiir unterschiedliche GroRen driicken ein Erhaltungsprinzip aus. Im
Allgemeinen ist ¢ eine spezifische GroRe (bezogen auf die Masse). Die Terme der
Differentialgleichung sind GréRen pro Volumen- und pro Zeiteinheit.

Die Anwendung auf die Bilanzen von Masse, Impuls und Energie ergibt die entsprechenden

Transport- bzw. Erhaltungsgleichungen.

1.3 Kontinuitatsgleichung (Erhaltung der Masse) bei 2-dimensionaler

Betrachtung

Abbildung 3 zeigt die Massenfliisse im zweidimensionalen Fall fir ein kartesisches Gitter.
Die zeitliche Anderungsrate der Masse im Volumen %dx dy ergibt sich aus der Summe der

Massenfliisse:

a—'dedy:,oudy+pvdx— (pu+a'0—udx]dy+ pv+Mdy dx
ot OX oy

Gl. 6
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T (pv)+%(pv)dy

(n) (p0) 1)

Abbildung 3: Erhaltung der Masse im zweidimensionalen kartesischen Gitter
Zusammengefasst ergibt sich damit im zweidimensionalen Fall (Vektor-Schreibweise):

9P 9pU PV _, Gl.7
ot ox oy

bzw. im dreidimensionalen Fall:

6_p+8pu+8pv+6pW:O Gl. 8
ot ox oy 0z

Auf direktem Weg kommt man zur selben Gleichung durch Einsetzen von ¢ =1 in Gleichung
5. Es ergibt sich damit die Kontinuitatsgleichung in differentieller Form in Tensor-
Schreibweise:
op , oPY;
ot ox

]

0 Gl.9

mit:j=1,2,3
Dabei gilt fir die Darstellung des Geschwindigkeitsvektors in Tensor- bzw.
Vektorschreibweise:

Ui = {ug, Uy, us}={u, v, w} Gl. 10

Fur das Produkt von zwei Geschwindigkeitsvektoren ergibt sich in Tensor-Schreibweise

folgende 3 x 3 Matrix bzw. sind auch die anderen beiden Schreibweisen mdglich:
ull u12 u13
Uj = Uy Uy Uy =0 U; =0V Gl. 11
u31 u32 u33
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1.4 Stromungsgleichungen (Erhaltung von Impuls)

Der Impuls ist eine vektorielle GroRe, d. h. es sind drei Gleichungen fiir die drei kartesischen
Anteile zur vollstandigen Darstellung notwendig. Die zeitliche Anderungsrate des Impulses
im Volumen ergibt sich aus der Summe der Krafte auf das Fluidelement.

Unterscheidung von zwei Typen von Kraften:
Oberflachenkrafte:
Druckkrafte

viskose Kréafte

Korperkréfte:
Gravitation
Zentrifugalkraft
Corioliskraft
elektromagnetische Krafte

In Abbildung 4 sind die Impulsfliisse Uber die Oberflachen und die Krafte auf ein Fluid-
element fiir den Impuls in x-Richtung (fur die Geschwindigkeitskomponente u) dargestellt.

pvu +Mdy
or
yX
T, + dy 0 LOP oy
--z-3> OX
p i .
:.:_:::::::;‘.:‘ M, Juneeees a .% ........... r
T P-9x T, +—>dx
A ,._)2(_ - X % aX
= C =~
Y — - —
puu
{f-Z= ouu +de
5 OX
X g Ty

Abbildung 4: Bilanz fur den Impuls in x-Richtung (u) im zweidimensionalen, kartesischen
Gitter
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Die einflieBenden Impulsstrome ergeben sich damit zu:
(pu)udy+(pv)udx Gl. 12a

und die ausflieBenden Impulsstrome mit:
{(pu)u +§(pu)u dx}dy{(pv)u +%(pv)u dy}dx Gl. 13b
X
Die Summe der viskosen Kréfte (Molekulartransport des Impulses) ergibt sich zu:

0 0 0 0
(_Txx +7, + &rxxdx] dy + (—ryx +T,0+ Eryxdy] dx = &TXX dxdy + ETW dy dx Gl. 14

Die Summe der Druckkrafte ergibt:

{p—(p+a—pdxﬂdy:—6—pdxdy Gl. 15
OX OX

Als Quellterm ist hier als Beispiel die Erdanziehungskraft dargestellt. Es wird angenommen,
dass die x-Koordinatenrichtung mit dem Anteil der Erdbeschleunigungsrichtung gy
Ubereinstimmit:

p 9, dxdy

Damit ergibt sich fiir die zeitliche Anderungsrate des Impulses (zweidimensional):

0 0 0 0 0 op
— pudxdy =— u)udxdy ——( pv)u dxdy + — 7, dxdy + —z_ dxdy — — dxd dxd
o U dxdy == (pu)udidy ——- (pv)udidy + 2 o dxdy + o, didy — 2 dudy + g, dxdy

ox
Gl. 16
bzw. auf ein Volumen (2-dimensional: dx * dy * 1) bezogen in Vektorschreibweise:
0
8pu+apuu+8pvu:_@+arm+ Tyx+,ogx Gl 17

ot OX oy oX  OX oy

Auf direktem Weg kommt man zur selben Gleichung durch Einsetzen von ¢ = u in Gleichung
5 (wobei eine gesonderte Betrachtung des Quellterms notwendig ist). Es ergibt sich damit die
Impulserhaltungsgleichung in differentieller Form in Tensor-Schreibweise:

opy, , Opul; _ op , Or

o, oy Gl. 18
ot ox ox ox P9

] 1 J

Viskose Spannungen = molekularer Impulstransport
Diese Gleichung gilt so auch fur den 3-dimensionalen Fall.
1.4.1 Stokes’sches Gesetz fur Newton’sche Fluide

In Analogie zum Hooke’schen Gesetz bei elastischen Korpern (Kraft ist proportional zur
Auslenkung) kann die Schubspannung in einem Newton’schen Fluid proportional zur GréRRe
der Forménderungsgeschwindigkeit angesetzt werden. Im eindimensionalen Fall (Abbildung
5) ergibt sich damit:
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Abbildung 5: Schubspannung eindimensional: Schubspannung und damit Kraft ist
proportional zum Geschwindigkeitsgradienten

Abbildung 6: Schubspannungen im zweidimensionalen Fall an einem Fluidelement

Da die Summe aller Momente durch die Schubspannungen gleich null sein muss, gilt:
F,dx — F,dy =0

7,dydzdx—7z, dxdydz =0 Gl. 19
Daraus folgt:
ov ou
Ty =Ty mit: Ty =Ty = H &+a_y Gl. 20

Die Normalspannungen lassen sich analog zu den Schubspannungen, wie folgt anschreiben
(siehe Abbildung 7 ):

T = (8_u+a_u) Gl. 21
o = H oX  OX '
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Ursprungselement

________________ [

XX

v

8_u
# OX

Abbildung 7: Normalspannungen in x-Richtung

Fur den mehrdimensionalen Fall ergibt sich damit in Tensorschreibweise:

ou; :
0= i, O Gl. 22
o%  0X;

Eingesetzt in die Erhaltungsgleichung fir den Impuls in Tensor-Schreibweise ergeben sich
damit die Navier-Stokes’schen Gleichungen

. Opu. U, o ou
8pu,+,0. ,:_6_p+6 [6u,+

K LT Gl. 23
a e ok ox &, 6‘x.] P9

1.5 Erhaltungsgleichung fir eine skalare Grofe

In Abbildung 8 werden wieder fiir den zweidimensionalen Fall die Flisse einer skalaren
GroRe Uber die Oberflachen des Kontrollvolumens dargestellt. Die skalare Groflie kann dabei
fiir Energie, Temperatur, turbulente kinetische Energie, Konzentration usw. stehen.

Die Differenz aus einflieBenden und ausflielenden Strdmen (= konvektiver Transport) der
skalaren GroRe ergibt sich damit zu:

—%(pu)wxdy—%(pv)q)dydx Gl. 24

Die Differenz aus einflieRenden und ausflieBenden molekularen Transport ergibt:

0

0
—&J¢dedy—5\]¢ydydx Gl. 25

mit dem Quellterm: oS, dxdy
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0

J,y+—1J,ydy
¢Y oy ¢Y ; d
A V) +—( pVv
T(p )9+, (PV)ody
0
(pu)¢ (pu)¢+—(pu)ddx
................... >
.......... > dx N .
J¢x A J¢x+&\]¢x X
J . T(IOV)¢
¢y

Abbildung 8: Erhaltung einer skalaren Grolie im zweidimensionalen Fall

Damit ergibt sich die vollstandige zweidimensionale Erhaltungsgleichung in (tUber die Flache)
integrierter Form:

0 0 0 0 0
—pgdxdy =——( pu)gdxdy ———( pv)@dxdy —J , dxdy ——J, dxd S dxd Gl. 26
= P9 dxdy aX(p )¢ dxdy ay(p )¢ dxdy o X0y Y y + p S, dxdy

bzw. in Tensorschreibweise bezogen auf das VVolumen ergibt sich:

0 ) 0
Ep¢+g(puj)¢:—g\]¢] +pS, Gl. 27

] ]

Fir die Berechnung des molekularen Transports wird das Fick’sche Gesetz verwendet. Der
molekulare Diffusionsfluss ist dabei negativ proportional zum Gradienten der skalaren Grof3e:

0

Jsx =—F¢a—f in x-Richtung Gl. 28
0¢ . Lo .

J,=-T,— in Tensorschreibweise allgemein Gl. 29
OX;

Damit ergibt sich die Erhaltungsgleichung in Tensorschreibweise bezogen auf ein Volumen:

opu,
b O _ O [ D, s Gl. 29
ot OX. OX; OX

]

1.6 Energieerhaltung

Zur Herleitung der Energiebilanz wird der Transport der spezifischen Enthalpie h unter
Vernachlassigung des Mach-Zahl-Einfluss und der Dissipation betrachtet. Die differentielle
Form der Energieerhaltungsgleichung lautet:
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a'Oh+a’0uih a(k£}+8h

ot ox, :a_xi 0X;

Gl. 30
mit: T Temperatur
k Warmeleitfahigkeit
Sh Warmequelle (bezogen auf das Volumen)

Fur ideale Gase bei geringen Druckanderungen gilt:

0T oh

= Gl. 31
oX,  OX;

Anmerkung: Bei Flussigkeiten und Feststoffen wird ¢, durch c ersetzt

Dabei ist c, die spezifische Warmekapazitat bei konstantem Druck. Ist ¢, konstant, so kann
die Gleichung wahlweise fir Temperatur oder Enthalpie als unabh&ngige Variable angegeben
werden (dh = ¢, dT).

0T, OpuT _ 0 | K aT | S, Gl. 32
ot OX; 0% C, 0% ) C

L p

Die im Weiteren verwendete Gleichung fiir stationdre Warmeleitung ergibt sich durch
Wegfall der Zeitabhangigkeit und des konvektiven Transports:

9 kﬂ +5,=0 Gl. 33
X\ OX

Erster Hauptsatz der Thermodynamik

Im folgenden Absatz wird die mathematische Umformung des 1.HS der Thd auf eine
allgemeine Erhaltungsgleichung, wie sie oben abgeleitet wurde, gezeigt. Der 1. HS der Thd
lautet

R, +W, +(h+e,),dm, =dU +dE, Gl. 34

In der allgemeinen Erhaltungsgleichung wird nun an Stelle der allgemeinen spezifischen
Grolke ¢ die spezifische Energie E eingesetzt. Diese setzt sich aus der spezifischen inneren
Energie e (vgl. in der Thd: spez. innere Energie = u) und der spezifischen kinetischen und
potentiellen Energien zusammen:

E:e+u"2uk +0, X, Gl. 35

Damit ergibt sich folgende Gleichung, deren Anteile weiter unten erklért werden:

opu E ou ou.t:. OQ;
apE+ PU; __ Jp+ i a; +S, Gl. 36
ot OX; OX oX.  OX,

J J J J
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In Vektorschreibweise ergeben sich damit auf der linken Seite der Gleichung neben dem
Instationérterm die konvektiven Transporte der Energie in die drei Koordinatenrichtungen.

OpE N OpuE N OpvE N OpwE __oup _ovp _owp N our N our,, N our
ot OX oy 0z ox oy oz OX oy 0z
Inst.term Konvektionsterme Einschiebearbeit Zahigkeitsterme

ixz +

nz, T, N7, owr, OWr, owr, 49 09 09
+ + + + + +—+—

OX oy oz OX oy 0z X oy oz
Zahigkeitsterme Warmestrom Quellterm

Gl. 37

Die Druckterme auf der rechten Seite stellen die Bilanzen der Einschiebearbeiten in die drei
Koordinatenrichtungen dar, danach folgen die Arbeiten, die gegen die Zahigkeit des Mediums
verrichtet werden. Hier wirken neun Krafte der Bewegung des Fluids entgegen. SchlieBlich
folgt der Nettowdrmestrom in die drei Koordinatenrichtungen und ein Quell- bzw.
Senkenterm.

Vergleicht man nun den 1. HS der Thd (Gl. 34) mit der allgemeinen
Energieerhaltungsgleichung (Gl. 36 bzw. 37), muss der 1.HS der Thd nach der Zeit abgeleitet
werden, um die beiden Formen ineinander Gberzufiihren. Der Instationdrterm entspricht dabei
der zeitlichen Anderung der inneren und der auReren Energien im Kontrollvolumen (System).
Die konvektiven Terme entsprechen dem Transport von spezifischen inneren und &uf3eren
Energien mit der Masse Uber die Systemgrenzen in alle drei Koordinatenrichtungen. Um zu
den spezifischen Enthalpien zu kommen, mussen die Terme der Einschiebearbeit auf die linke
Seite der Erhaltungsgleichung gebracht werden und dort zu den spezifischen inneren Energien
addiert werden:

h=e+plp Gl. 38

Die Zahigkeitsterme entsprechen technischen Arbeiten (ber die Systemgrenzen und die
Warmestrome sind selbsterkldrend. Quellterme sind im 1.HS der Thd nicht vorgesehen,
kdnnten jedoch jederzeit eingefiihrt werden.

Umformung in die Enthalpieerhaltungsgleichung

Unter Verwendung der Kettenregel fur das vollstdndige (totale) Differential des Drucks nach
der Zeit ergibt sich:

d_p:8_p+8up+8vp+awp
d o ox oy oz
Durch Addition des totalen Differentials auf beiden Seiten der GIl. 37 und unter der

Voraussetzung, dass die kinetische und die potentielle Energie vernachlassigbar sind, ergibt
sich:

Gl. 39

oph , dpuh  dpvh  Gpwh _p o9 oq 8q+5h Gl. 40

ot OX oy 0z ot ox oy oz

Wird der Warmestrom g mit Hilfe des Fourier-Ansatzes beschrieben, ergibt sich damit die
Erhaltungsgleichung fur Enthalpie (Gl. 30) mit Ausnahme der partiellen Ableitung des
Drucks nach der Zeit. Fir Strémungen mit geringen zeitlichen Anderungen des Drucks in der
Zeit gilt also Gleichung 30.
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1.7 Vorteil einer allgemeinen Differentialgleichung

Durch die Analogie der unterschiedlichen Erhaltungsgleichungen besteht die Mdglichkeit eine
gemeinsame numerische Methode zu verwenden. Die allgemeine Gleichung enthalt bei der
Anwendung auf unterschiedliche ¢ immer dieselbe linke Seite (Instationdrterm und
konvektiver Transport). Auf der rechten Seite sind die molekularen Diffusionsfllsse
(Warmeleitung, Impulsaustausch durch molekulare Viskositét) ahnlich.

2 Gleichungssystem flr Stromungsberechnung

Setzt man nun fur die allgemeine Variable ¢ die drei Kkartesischen
Geschwindigkeitskomponenten u, v und w ein, so erhalt man die Navier-Stokes Gleichungen.
In diesen Gleichungen treten folgende unbekannte GroRen auf: u, v, w, der Druck p und die
Dichte p. Es sind somit weitere Gleichungen notwendig, um ein Gesamtsystem an
Gleichungen zur Beschreibung eines Geschwindigkeitsfelds zu erhalten. Es sind dies die
Kontinuitatsgleichung, die Energieerhaltungsgleichung und die Zustandsgleichung fur das
Medium. Wenn die Temperatur als konstant angenommen werden kann, muss die
Energieerhaltungsgleichung (oder Temperaturerhaltungsgleichung) nicht gelést werden.
Damit ergibt sich ein  System von gekoppelten, nicht-linearen, partiellen
Differentialgleichungen 2. Ordnung. Die L6ésung dieses Gleichungssystems ist (aul3er in stark
vereinfachten Féllen) nur mit Hilfe numerischer Methoden maglich.

Die Navier-Stokes’sche Gleichungen gelten fur laminare Strdmungen. Sie gelten auch fir
turbulente Strémungen, wenn alle Bewegungen der Strdmung mit Hilfe einer numerischen
Berechnung aufgelost werden konnen, wird dies als direkte numerische Simulation
bezeichnet.

Laminare Stromungen:
- Impulsaustausch tber laminare Viskositat
Turbulente Stromungen:
- turbulenter Impuls- und Stoffaustausch
- direkte Simulation (nur bis Reynoldszahlen von ca.10° méglich)
(kleinste WirbelgroRen: Kolmogorov-Scale)

- statistische Betrachtung der Turbulenz notwendig
2.1 Statistische Behandlung der Turbulenz

Die zur Zeit technisch wichtigste Behandlung der Turbulenz erfolgt Gber eine Zeitmittelung
der turbulent schwankenden GrofRen einer Stromung. Diese Zeitmittelung wird oft als
Reynolds-Zeitmittelung bezeichnet. Die turbulente GroRe wird dabei in einen zeitlichen
Mittelwert u und in eine Schwankungsbewegung u‘ aufgespalten.
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m?mm\

v

t t+ T

Abbildung 9: Mittelwert und turbulenter Schwankungswert

Diese Zeitmittelung wird auf alle Variablen eines Geschwindigkeitsvorganges angewandt;
z.B.:

u =ui+u. p=p+p' ¢=a+¢' Gl. 41

Die Mittelungszeit 7 ist dabei so gewahlt, dass sie klein ist im Vergleich mit der Entwicklung
der Hauptstromung, aber grofl im Vergleich mit dem ZeitmalR der turbulenten
Schwankungsbewegungen. Die Mittelwerte sind wie folgt definiert:

_ 1 to+r . 1 to+z
u=-— J‘ U(t)dt; ¢ = j¢(t)dt Gl. 42
4 to 4 to
Fur die Mittelwerte der SchwankungsgroRen ergibt sich damit per Definition:
to+7 to+r
J‘u'i(t) dt=0; J-p('t)dt =0 Gl. 43
to to

d.h. der Mittelwert einer Schwankungsbewegung ist null. Fur die Multiplikation von zwei
instationdren Komponenten (z.B. u und ¢) ergibt sich:

Ug=(U+U)F+4)= U+uf +Ug+UF =UF+Ug Gl. 44
Durch Einfuhrung der Zeitmittelung erhalt man bei der Multiplikation von zwei Grél3en eine
neue unbekannte GroRe, ndmlich den zeitlichen Mittelwert der Korrelation der turbulenten

Schwankungsanteile u'_¢’ Dieser Term ist nicht vernachlassigbar.

2.2 Zeitgemittelte Kontinuitatsgleichung

Wenn man nun die Zeitmittelung auf die Kontinuitatsgleichung anwendet, erhélt man:

ap(aj +Uj'j
o, )y Gl. 45
ot OX;
uj apu’
Daraus folgt: 8_p+%: 0 da 5 g
ot OX. OX.

J J

Fur kompressible Stromungen muss auch p durch p=p+ p' ersetzt werden. Dadurch ergeben
sich wiederum neue unbekannte Korrelationen.
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2.3 Impulsgleichungen

Die Reynolds-Zeitmittelung angewandt auf die Impulserhaltungsgleichungen

. Opu.u;
ot OX; 8xi OX;
ergibt:
5,0[6- +U-’) ap(a. +u.,)(ﬁ. +u.’) a(p -
i I i i i j p_l_ p)
+ = I Gl. 47
at ox; > o TP

[ j

Fur die Schubspannungen ergibt sich fir ein Newton’sches Fluid nach der Aufteilung in
Mittelwert und Schwankungswert folgende Gleichung:

_ 8(& +Ui') a(ﬁ,- +U-') . .
T =+ + oy Ui, oy Gl. 48
OX; OX, ox;  OX

] 1

Nach dem Streichen der Terme, die den Wert null ergeben, bleibt fur die
Impulserhaltungsgleichungen:

—6’0”' a—p(ﬁ.ﬁﬁuu’) —@+iﬂ Ui | Ui + pg, Gl. 49
ot X, ox 0 OX; O

Darin treten nun die Korrelationen der Schwankungswerte der Geschwindigkeiten auf.
Werden diese nun auf die rechte Seite der Gleichungen gestellt, ergeben sich formal dieselben
Erhaltungsgleichungen wie in Gl. 22, jedoch nun mit zeitgemittelten (Geschwindigkeiten)
Variablen. Die durch die Zeitmittelung entstandenen zuséatzlichen Korrelationsterme werden
als Reynoldsspannungen bezeichnet.

dpu; ap(GiG,-) op 7 _
+ = ——+—[rij —-pu; U, }+pgi (= Reynoldsgleichungen)  GI. 50
ot OX. 0% OX;

] 1

T
Reynoldsspannungen

Die Reynoldsspannungen entstehen also durch die turbulente Zusatzbewegung des Fluids.
Durch diese Schwankungsbewegungen kommt es zu einem erhéhten Austausch aller
transportierten Grofien. In den Impulserhaltungsgleichungen wirken sie im Allgemeinen wie
eine erhohte Zahigkeit. Fir alle skalaren GroRen wirkt die Turbulenz wie ein erhohter
Diffusionkoeffizient (vgl. Warmeleitungskoeffizient).

2.3.1 Modellierung der turbulenten Schwankungsbewegungen

Die turbulenten Schwankungsbewegungen sorgen fur zusétzlichen Impulsaustausch sowie
Warme- und  Stoffaustausch. In  der Impulserhaltungsgleichung bewirken die

! !

Reynoldsspannungen pu; u; einen Impulsausgleich zwischen Gebieten mit hohem und
niedrigem Impuls (Geschwindigkeiten). Dies ist &dhnlich dem Effekt durch viskose
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Spannungen 7;, die einen molekularen Impulsausgleich bewirken. Ein Ansatz zur
Bericksichtigung der Reynoldsspannungen in den zeitgemittelten
Impulserhaltungsgleichungen gleicht daher einer Zahigkeitserhdhung.

!

Die Reynoldsspannungen pu; u; sind die einzigen Terme, die die Navier-Stokes Gleichungen

von den Reynoldsgleichungen (turbulent) unterscheiden.

Durch die zeitliche Mittelung von Erhaltungsgleichungen fir skalare Grollen ¢ erhélt man

noch die Korrelationen pu. ¢'.

Diese Korrelationsterme stellen nun neue Unbekannte dar, die fur die Losung des gesamten
Gleichungssystems bekannt sein missen. Auch der Weg weitere Bestimmungsgleichungen
dafiir aufzustellen, fihrt nicht daran vorbei, dass nun zusétzliche Information eingebracht
werden muss. Es sind dies empirische Ansatze, die aus Experimenten abgeleitet werden
(Turbulenzmodellierung).

e Erhaltungsgleichungen + Turbulenzmodellierung —  geschlossenes, ldsbares
Gleichungssystem

Die Reynoldsspannungen bilden im dreidimensionalen Fall eine Matrix von 9
Korrelationstermen, die ber die Hauptdiagonale symmetrisch sind. Es sind daher 6

! ! ! ! ! ! r 7 ! ! r !

! !
unbekannte Korrelationsterme vorhanden: u, u, , u,u, , U,U, , U U, =u,U, , U U, =UzU,

! ! ! !
und u,u, =u,u, . Diese konnen nun wieder jeweils als skalare GroRen mit Hilfe einer

Erhaltungsgleichung geldst werden. Dieser Ansatz wird Reynoldsschubspannungsmodell
genannt  (TurbulenzschlieBung 2.  Ordnung). Bei der Modellierung  dieser
Erhaltungsgleichungen treten jedoch Mehrfachkorrelationen auf, die zusétzliche empirische
Informationen benétigen. Durch die hohe Anzahl der Erhaltungsgleichungen, die zusétzlich
gelést werden missen, wird jedoch auch bis heute noch oft eine weitere Vereinfachung
verwendet und der Einfluss der Turbulenz (ber nur eine GroRe beriicksichtigt
(TurbulenzschlieRung 1. Ordnung). Es ist dies der Ansatz der Wirbelviskositatsmodelle.

ACHTUNG: Im Weiteren wird der Uberstrich fir die Darstellung der zeitlichen
Mittelwerte weggelassen!

2.3.1.1 Wirbelviskositatsmodelle

Wirbelviskositdtsmodelle sind jene Turbulenzansétze, die fur technische Anwendungen bis
heute am héaufigsten benutzt werden. Sie verwenden den Ansatz, die Reynoldsspannungen wie
eine erhohte laminare Viskositat zu behandeln. Analog zum Ansatz zur Berechnung der
viskosen Spannungen fir ein Newton’sches Fluid werden die sogenannten ,turbulenten®
Spannungen berechnet. Darin ist z die turbulente Viskositét, die keine StoffgréRe darstellt,
sondern vom Stromungszustand (Turbulenzgrad) abhangt.

Viskose Spannung 7; = #c;_u = T} aminar) Gl. 51
y

e Turbulente Spannung, Ansatz nach Boussinesq (Wirbelviskositats — Ansatz)
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ror du
7, =—pU; U; :Md_y Gl. 52
4 ..... laminare Viskositat (Stoffgrofie)

L ..... keine StoffgroRe; abhangig von der Turbulenzstruktur des Fluids

Im dreidimensionalen Fall ergeben sich fur die Berechnung der turbulenten Spannungen
folgende Terme (in Tensorschreibweise):

N  Ou,
T, =—pUl)=—puu; = 4 (a—r%—_’}—gpk@j Gl. 53

Damit verschiebt man das Problem auf die Bestimmung der z4-Verteilung (Verteilung der
turbulenten Z&higkeit).

Da nun dieselbe Formulierung fiir die Berticksichtigung der laminaren und der turbulenten
Viskositat verwendet wird, konnen beide Werte zur so-genannten ,.effektiven” Viskositat
addiert werden.

Mett = 14+ L4 Gl. 54

Die Reynoldsgleichungen mit dem Wirbelviskosititsansatz ergeben somit folgende
Gleichungen:

o(pu;) G(puiuj) op 0 ou, ou; ) 2
'+ == | L -2 pksy |+ oY, Gl. 55
ot ox. o ax | Mok Tax |30 |TPY

j i i
Darin ist k die kinetische Energie der turbulenten Schwankungsbewegungen. Sie ist definiert
als %2 mal die Summe der drei Eigen-Korrelationsterme der Schwankungsgeschwindigkeiten

in die kartesischen Richtungen:

k=£u’iu'i Gl. 56
2

Im Term %pkéij bedeutet ¢, das Kronecker Delta. Der Wert fir diese Funktion ist 1,

wenn der Index i gleich j ist, der Wert ist 0, wenn i ungleich j ist. Der Term mit 2/3 ist

notwendig, da sonst die Summe der Normalspannungen O wird. Dies geschieht, da %:0

ist (Kontinuitatsgleichung).

Aus Dimensionsgriinden kann die turbulente Viskositdt als Multiplikation einer
Geschwindigkeit mit einer L&nge verstanden werden [m2/s] (4 =~ uL). Dieser Ansatz zur
Bestimmung von g4 wird auch tatsachlich verwendet.

Der Boussinesg-Ansatz (Wirbelviskositdatsmodell) hat wenig physikalische Rechtfertigung,
hat sich jedoch in zahlreichen Anwendungen bewadhrt.
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2.3.1.2 Wirbeldiffusivitatsmodell

Analog zum Wirbelviskositdtsmodell kann der Korrelationsterm bei skalaren Gréfien ¢
behandelt werden.

—pu'i¢'=rt2—¢ Gl. 57
Xi

Darin ist T, die Wirbeldiffusivitdt. Diese kann aus der turbulenten Viskositét tber einen
M
O-t
(fir die Energieerhaltungsgleichung) bzw. turbulente Schmid-Zahl fir Stoffaustausch. Beide
sind empirische Werte.

(meist) konstanten Faktor errechnet werden: T, = . Darin ist o die turbulente Prandtl-Zahl

2.3.2 Turbulenzmodelle fir den Wirbelviskositdtsansatz

Ziel jedes der nachfolgenden Turbulenzmodelle ist die Beschreibung der ,turbulenten
Zahigkeit* .

2.3.2.1 Modelle ohne Transportgleichung

Diese Gruppe von Turbulenzmodellen geht von einem lokalen Gleichgewicht von Produktion
und Dissipation von Turbulenz aus. Der Turbulenzgrad kann z.B. Uber die Scherung der
Strémung angenahert werden. Ein Vertreter eines solchen Modells ohne Transportgleichung
ist der Prandtl sche Mischungswegansatz fur die Grenzschichtstromung.

Der Grof3teil der kinetischen Energie einer turbulenten Stromung ist in so-genannten ,,large
eddies” enthalten. Ly, ist der charakteristische turbulente L&ngenmaRstab flr die Wirbel, die in
Interaktion mit der Hauptstromung stehen.

w=pL u Gl. 58

Ln wird darin als Mischungsweg bezeichnet. Er hat die GroélRenordnung der
Grenzschichtdicke. Der turbulente  Geschwindigkeitsmalistab u wird Uber den
Geschwindigkeitsgradienten in der Grenzschicht multipliziert mit L, berechnet.

u=>L, du Gl. 59
dy
Daraus ergibt sich folgende Gleichung flr die turbulente Viskositét:
u = pL Ly Gl. 60
dy

Naturlich kann mit einer derart einfachen Modellierung nicht die turbulente Strémung berall

beschrieben werden. Ein Problem tritt auf, wenn der Gradient der Geschwindigkeit (;_u =0
y

wird, da dann auch die turbulente Viskositat 4 = 0 wird. Im nachfolgenden Beispiel der
Stromung in einem Rohr werden damit die turbulenten Austauschterme in der Mitte des
Rohres unterschatzt. Dieses Modell ist bei einfachen Scherstrémungen gut anwendbar. Bei
komplexen Stromungen ist kein lokales Gleichgewicht von Produktion und Dissipation von
Turbulenz zu erwarten.
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Abbildung 10: Geschwindigkeits- und z4-
Verteilung in einer ausgebildeten
Rohrstromung

2.3.2.2 Modelle mit einer Erhaltungsgleichung

i

L Es gibt  nun eine Klasse  von
i Turbulenzmodellen, die die

Erhaltungsgleichung fur eine TurbulenzgroRe
I6sen. Diese Turbulenzgrof3e ist in den meisten
Féllen die turbulente kinetische Energie k.
Damit wird praktisch der turbulente Geschwindigkeitsmalistab berechnet. Im Ansatz fir die
Berechnung der turbulenten Viskositat wird das turbulente GeschwindigkeitsmaR (ber die
Waurzel aus k multipliziert mit der empirischen Konstanten c, berechnet. Ansatz von Prandtl —
Kolmogorov:

My nach Mischungs-
weghypothese

m=c, pJk L, Gl. 61
C, empirische Konstante
Lm Mischungsweg

Die Werte fiir den Mischungsweg L, sind aus Experimenten bestimmt und tber algebraische
Gleichungen gegeben.

2.3.2.3 Modelle mit zwei Erhaltungsgleichungen

In dieser Klasse werden zur Bestimmung der turbulenten Viskositat Transportgleichungen fur
den turbulenten Geschwindigkeitsmal3stab und den Mischungsweg geldst. Diese beiden
Variablen konnen dabei auch Kombinationen dieser beiden GroRen sein. Der bekannteste
Ansatz fir ein Zweigleichungsmodell ist dabei das k-& Modell. Darin ist ¢ die
Dissipationsrate fur die turbulente kinetische Energie k.

2
Der Modellansatz fir die turbulente Viskositat lautet dabei: M =CpC, pk— Gl. 62
&

Da gleich wie oben das turbulente Geschwindigkeitsmal3 iber die Wurzel aus k multipliziert
mit der empirischen Konstanten c, berechnet wird, ergibt sich fiir den Mischungsweg:

k3/2
L,=c¢p Gl. 63
g
Darin sind c, und cp, empirische Konstanten.
Die Erhaltungsgleichung fiir die Turbulenzenergie k = %W lautet:
%+—apuik:i l—‘k% +Pk_pg Gl. 64
ot 0% OX OX;

Darin ist Py die Produktion von k, wie folgt modelliert:
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. Ou. .
p | U ;o Gl. 65
pOX; 0% )OX,
Der turbulente Diffusionskoeffizient fiir die turbulente kinetische Energie wird mit einer
turbulenten Schmidt-Zahl berechnet T, = y+i.
Ok

Die Dissipationsrate ¢ von k wird ebenfalls tber eine Erhaltungsgleichung berechnet:

Ope , OPE _ 0 P K AP L 8—2c ou; | Uy |ou; _ £
a o ax, o (e o )T e T P o ok Jax,

J J

Gl. 66
Darin ist P, die Produktion und E_ die Senke fur die Dissipationsrate ¢.
Der turbulente Diffusionskoeffizient fir die Dissipationsrate wird wieder mit einer
A
pat

&

turbulenten Schmidzahl berechnet: I', = p

2.4 SchlieBung des Gleichungssystems

Es sind nun nach der Reynolds-Zeitmittelung folgende (Erhaltungs-) Gleichungen fur die
Berechnung der Strdmung zu l6sen:

e Kontinuitatsgleichung

e Impulsgleichungen

e Transportgleichung fur skalare Gréi3en

e Turbulenzmodell z. B. k -¢

o k- Gleichung
o ¢-Gleichung

2.5 Allgemeine Form einer Erhaltungsgleichung

Um die Erhaltungsgleichungen einer numerischen Losung zufiihren zu kénnen, ist es sinnvoll
diese auf eine allgemeine Form zurlickzufiihren. Somit ist es spater dann mdglich einen
einheitlichen Gleichungsldser anzuwenden.

Ogp , OPUP _ 0 (r¢ a¢J+s¢ Gl.5
ot OX; OX; OX;
=1 =0 S=0 Kontinuitatsgleichung
d=u =y, s :_% %{ﬂeﬁ %_gpk%ngi Impulsgleichung
i O i
g=nh [ e S=0 Energieerhaltung
Pr
¢ =K [ Hen S= P, —pe Turbulenzenergie
S
p=¢ ro U S=P -E, Dissipationsrate
Sc
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3 Numerische Verfahren zur Loésung partieller Differential-
gleichungen

3.1 Einleitung (siehe Teil Dr. Offner)

Das aus der Modellierung resultierende kontinuierliche Problem, in der Regel im Rahmen
der Kontinuumsmechanik abgeleitete Systeme von Differential- oder Integralgleichungen,
muss nun durch ein geeignetes diskretes Problem approximiert werden, d. h. die zu
berechnenden Grdéflien missen durch eine endliche Anzahl von Werten angenahert werden.

Dieser Prozess wird als Diskretisierung bezeichnet und beinhaltet im Wesentlichen zwei
Aufgaben:

» die Diskretisierung des Problemgebiets,
* die Diskretisierung der Gleichungen.

Die Diskretisierung des Problemgebiets approximiert das kontinuierliche Gebiet (in Raum
und Zeit) durch eine endliche Anzahl von Teilgebieten, in denen dann numerische Werte der
unbekannten Variablen bestimmt werden. Die Beziehungen zur Berechnung dieser Werte
werden durch die Diskretisierung der Gleichungen gewonnen, welche die kontinuierlichen
Systeme durch algebraische approximiert. Im Gegensatz zu einer analytischen Lésung, stellt
eine numerische Losung einen Satz von diskretisierten Problemgebiet-zugeordneten Werten
dar, aus dem der Verlauf der Variablen naherungsweise konstruiert werden kann. Als
Diskretisierungsverfahren stehen im Wesentlichen drei unterschiedliche Ansétze zur
Verfligung:

* die Finite — Differenzen — Methode (FD),
* die Finite — Volumen — Methode (FV),
* die Finite — Elemente — Methode (FE).

Der nachste Schritt im Ablauf der Simulation besteht in der Lésung der algebraischen
Gleichungssysteme (die eigentliche Berechnung), wobei man es oftmals mit Gleichungen mit
mehreren Millionen Unbekannten zu tun hat.

3.2 Diskretisierung

Ziel der Diskretisierung ist es ist, algebraische Gleichungen herzuleiten, die die unbekannten
Werte von ¢ an diskreten Gitterpunkten oder in Finiten VVolumen beschreiben. Die Herleitung
einer Approximation erfordert Annahmen Uber den Verlauf von ¢ zwischen den
Gitterpunkten. Das ¢ —"Profil” kann ein einziger algebraischer Ausdruck fur das ganze
Rechengebiet sein, z.B. eine Fourierreihe. Eine solche Lésung hat sich jedoch als nicht
praktikabel erwiesen. Stattdessen werden stiickweise Profile (Segmente) verwendet. Dabei
wird die Tatsache ausgenutzt, dass der Wert von ¢ an einem Punkt nur durch die ¢—
Verteilung in seiner unmittelbaren Umgebung beeinflusst wird. Jedes Segment beschreibt die
Variation von ¢ tber ein kleines Gebiet in Abhéngigkeit von den benachbarten g—\Werten. Fur
das Verstandnis des Verfahrens, werden hier nur eindimensionale Probleme betrachtet ¢ = ¢ )
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Die Diskretisierungsgleichung ist eine algebraische Beziehung zur Verbindung der ¢ —Werte
fir eine Gruppe von Gitterpunkten. Fir grofle Punktzahlen ist die Ldsung der
Diskretisierungsgleichung gleich der exakten Losung der Differentialgleichung. Fir die
Herleitung der Diskretisierungsgleichungen lassen sich unterschiedliche Verfahren
verwenden. Die Typenvielfalt resultiert aus Unterschieden in den Profilannahmen und in der
Methode der Herleitung:

Der Verlauf der Lésung zwischen den Gitterpunkten wird im Allgemeinen durch mehr oder
weniger hochgradige Polynome angenéhert. Die Stltzwerte an den Gitterpunkten ¢o; ¢:; ¢ flr
diesen Polynomansatz ergeben sich aus der Kollokationsart:

e Bei der Finite-Differenzen—Methode werden die Stiitzwerte so berechnet, dass der
damit gewonnene Funktionsverlauf in den Gitterpunkten Xo; Xi1; Xp; die
Differentialgleichung erfillt (= Punktkollokation).

e Bei der Finite-VVolumen—Methode werden die Stutzwerte so berechnet, dass der damit
gewonnene Funktionsverlauf in den (finiten) Volumen V;; +V, im Mittel die
Differentialgleichung erflllt (= Gebietskollokation).

3.3 Kontroll-Volumen-Formulierung

Die Diskretisierung einer Differentialgleichung mit Hilfe der Finite—~Volumen—Methode
basiert auf einer Zerlegung des Untersuchungsgebietes in Kontrollvolumen (KV) und erfolgt
nach folgendem Schema:

Zerlegung des Rechengebietes in KV, so dass jeder Gitterpunkt von einem eindeutigen KV
umgeben ist. Dabei diirfen keine Liicken und keine Uberschneidungen auftreten.

e Integration der Differentialgleichungen ber jedes KV.

e Verwendung von stiickweisen Profilen fir die Variable ¢ zur Auswertung der
Integrale.

e Als Ergebnis erhdlt man die Diskretisierungsgleichung, die die ¢—Werte fir ein
Volumen beschreibt.

Die so erhaltene Diskretisierungsgleichung driickt das Erhaltungsprinzip fur ¢ im
Kontrollvolumen aus. Daher ist flr ErhaltungsgroRen wie Masse, Energie, etc. die integrale
Bilanz in jedem Finiten VVolumen erfilit.

3.3.1 KV-Formulierung am Beispiel der eindimensionalen stationdaren Warmeleitung

Im Folgenden wird die KV-Formulierung am einfachen Beispiel der eindimensionalen
stationaren Warmeleitungsgleichung mit Warmequellen gezeigt:

G IR Py Gl. 67
oX; | OX,

J
k Warmeleitfahigkeit [W/mK]
T Temperatur [K]

S Warmeerzeugung pro VVolumeneinheit [W/m?]
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Die Bezeichnung der Gitterpunkte in den nachfolgenden Darstellungen der eindimensionalen
Warmeleitung folgt der Kompassnotation mit folgenden Vereinbarungen:

P betrachteter (zentraler) Punkt (Mittelpunkt des Kontrollvolumens)
W westlicher (linker) Nachbarpunkt

E Ostlicher (rechter) Nachbarpunkt

w Grenzflache zum westlichen Nachbarpunkt

Grenzflache zum 0Ostlichen Nachbarpunkt

D

Ax  Ausdehnung des Kontrollvolumens in x-Richtung
(3X)w; (8X)e  Absténde zwischen den Mittelpunkten der Kontrollvolumina

In y- und z-Richtung wird zur Vereinfachung die Einheitslange angenommen: Ay = 1, Az = 1.
Das Volumen ergibt sich damit zu AV = Ax +1+1

(6X)yy (8X)e
Kontrollvolumen T,
Ax.1.1 o
.,_._‘_‘_‘_‘- LA LA A -
© > o
w e
W 7 E
AL A AL AA AL AL LA LA AAA
A A A AL A AL AL A AL AAAA
AX

Abbildung 11: Bezeichnung der Orte in einem Finiten Volumen

Integration der Funktion uber Ax von w nach e:
[ 91k |45 jax=0
wl X OX;

NI I Il [sdx=0
x; ). ;) ow
Dazu wurde keine N&herung verwendet. Es muss also fur die Berechnung der Warmeleitung
der jeweilige Gradient der Temperatur an allen Oberflachen des Finiten Volumen bekannt
sein. Im eindimensionalen Fall sind das die Oberflachen, die normal auf die Richtung der

Warmeleitung stehen. Es missen also die Temperaturgradienten an der Ostlichen und der
westlichen Grenzflache bekannt sein, um die Gleichung lésen zu kénnen.

Gl. 68

3.3.2 Profilannahme

Nun muss eine Profilannahme und damit eine Gleichung zur Beschreibung des T-Verlaufs
zwischen den Gitterpunkten gewéhlt werden. Es sollen moglichst einfache Profilannahmen,
die noch sinnvoll sind, verwendet werden. Naheliegend ist ein stlickweise lineares Profil, da
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dadurch der Gradient an den Kontrollvolumenoberflachen néherungsweise bestimmt ist. Der
Gradient ist durch die Unstetigkeit der 1. Ableitung im Punkt P nicht bestimmt. Eine
Berechnung des Gradienten der Temperatur ist jedoch auch nur an den Oberflachen
notwendig.

Abbildung 12: Vereinfachte Darstellung der Temperaturgradienten tber die Oberflachen in
einem Finiten Volumen

Die Diskretisierungsgleichung lasst sich nun wie folgt aus den Stutzwerten und den
geometrischen Abmessungen konstruieren.

Aus der Profilannahme einer linearen Verteilung der Temperatur zwischen den Stitzstellen
folgt:

(kﬂj ~k (TE _TP)
X Je (%) Gl. 69

— SAx=0 Gl. 70
o), (%), O

Darin ist S, der tber das Kontrollvolumen gemittelte auf das Volumen bezogene
(volumetrische) Quellterm.

Durch Umformung ergibt sich:

ETE _{£+k_W}Tp +k—WTW +SAXx=0

X, K, X, X,
und
K, +k_w T, :£TE +k_WTW +S AX Gl 71
X, X, X, X,

Somit kann eine allgemeine Form der Diskretisierungsgleichung angegeben werden:
apTp=agTe+ayTw+Db Gl. 72

mit:
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a — ke — kW
=71 = (ox),

a, =a +a, b=SAx

Die hier abgeleitete Form der Diskretisierungsgleichung fur ein Finites Volumen, kann bei
Betrachtung aller vorhandenen Finiten Volumen als Satz von Koeffizienten flr ein lineares
Gleichungssystem (LGS) verstanden werden. Dieses lasst sich im Allgemeinen numerisch
I6sen.

Bemerkungen:

e Diese Gleichung ist die Standardform der FV-Diskretisierungsgleichung mit dem
(unbekannten) zentralen Tp—Term auf linken Gleichungsseite sowie den
Nachbarpunkten und einem konstanten Term auf der rechten Gleichungsseite.

apTp = 8T+ Gl. 73

mit:  NB... Nachbarpunkte W, E, S (= South), N (=North), T (= Top), B (= Bottom)

e Es wurden die einfachsten Profilannahmen fur die Ableitung verwendet. In diesem
Fall ist es eine lineare Verteilung. Es sind jedoch auch weitere
Interpolationsfunktionen ~ moglich.  Im  allgemeinen  werden  Polynome
unterschiedlichen Grades m verwendet:

2.B:Tg=a,+arx+ay X’ +az x>+ .+ anx" Gl. 74

e Nicht alle Terme der Erhaltungsgleichung missen mit den gleichen Profilen berechnet
werden. So muss z.B. S nicht aus einer linearen S—Verteilung berechnet werden;
ebenso wenig k. aus einer linearen k—=Verteilung zwischen ke und Ke.

e Selbst fir eine Variable missen nicht alle Terme der Gleichung mit derselben
Profilannahme berechnet werden.
3.4 Leitprinzipien
Es ist daher eine Vielfalt von Formulierungen fiir die Diskretisierung mdoglich. Fir eine
sinnvolle Auswahl sind jedoch einige zusatzliche einschrankende Forderungen zu stellen:
Die Diskretisierungsmethode soll firr jede Anzahl an Finiten Volumen
e physikalisch sinnkvolle Ergebnisse und
e die globale (integrale) Erhaltungseigenschaft liefern.

D.h., Massen—, Energie—, Impulsstrome missen mit entsprechenden Quellen/Senken eine
perfekte Erhaltung ergeben, unabhédngig von der Anzahl der Finiten Volumen.
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—Y

————realistisch
— . —. unrealistisch

Abbildung 13: Realistische und unrealistische (unphysikalische) Verteilungen
3.5 Quelltermbehandlung

In vielen Féllen ist der Quellterm von der Variablen abhéangig: S = S(T). Diese Abhangigkeit
kann noch dazu nichtlinear sein. Die Bertcksichtigung der Abhéngigkeit in der
Diskretisierungsgleichung ist jedenfalls wiinschenswert. Formal kann jedoch nur eine lineare
Abhéangigkeit berlicksichtigt werden.

S=SC+SPTP G|75
mit:  Sc konstanter Teil von S
Sp linearer Koeffizient fur den Teil der Quelle der proportional zu Tp ist

Die Linearisierung des Quellterms verandert zwar die Form der Gl. 72 nicht, jedoch die
Definition der Koeffizienten:

apTp=agTe+ayTw+Db Gl. 72
mit:
a, = K, 8, = K,
(6%), (6x),,
GIl. 76

a, =a; +a, — SpAX b=S.Ax

Wenn der Quellterm von der Variablen (im gezeigten Beispiel von der Temperatur T)
abhangig ist (S = fiy)), ist es glinstig diese Abhangigkeit mit Hilfe eines Quellterms, der aus
einem konstantem Anteil und einem von der Variablen (T) linear abhéngigen Anteil
(Proportionalteil) besteht, zu berlcksichtigen: S = S; + SpTp. Dabei sind die Félle mit linearer
Abhéngigkeit direkt abbildbar:

S¢ = konstanter Anteil ; Sp = f(T) ... proportionaler Anteil

Wenn die Funktion nicht linear ist, muss eine Linearisierung durch Aufspaltung in S¢ und S,
erfolgen. Eine mogliche VVorgehensweise ist, beide Terme von der Temperatur abhangig zu
machen. Im Term S; wird dabei der Wert der vorhergehenden Iteration Tp = Tp* (alter Wert)
beruicksichtigt und fur die Berechnung von Sp wird der aktuelle Wert von Tp verwendet (siehe
auch Kapitel 3.6.3).
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3.6 Grundregeln bei der numerischen Behandlung

Zur Sicherung von physikalisch realistischen Ergebnissen und globaler Erhaltung lassen sich
vier wesentliche Grundforderungen formulieren [siehe Patankar]:

3.6.1 Konsistenz an den Flachen der Kontrollvolumina (Grundregel 1)

Gehdrt eine Flache zu zwei einander beriihrende Kontrollvolumina, so muss der Fluss Uber

diese Flache (Wand) z.B.: (kz—Tj durch die gleichen Ausdriicke in der diskretisierten
X

Gleichung beschrieben werden. D.h., dass der Wéarmefluss, der ein Kontrollvolumen verlasst
gleich dem Fluss sein muss, der in das nachste Kontrollvolumen durch die gleiche Wand
eintritt. Sonst ist Erhaltung der transportierten Grof3e nicht gegeben.

dTl
Fluss uber Kontrollflache kT
dx
Fd
A .
T R
k -
' Zelle n ..-’"-":""‘" -]
| w1 Zelle n+1
\X “--..,_____‘\“ f’!.:;.l

- a
N, Lt K
e Al t.
- *
- !/ o
" .
-

1 \
& O

AX

g ="

Abbildung 14: Regel 1: Konsistenz an den Kontrollvolumen—-Wénden.
3.6.2 Positive Koeffizienten (Grundregel 2)

Alle Koeffizienten (ap; ang) sollten immer positiv sein. Die Koeffizientendefinition erfullt
diese Regel. Eine Verletzung der Regel fihrt i. A. zu physikalisch unrealistischen
Ergebnissen. Negative Werte konnen nur in Ausnahmeféllen (Diskretisierung hoherer
Ordnung) in eingeschranktem Mal vorhanden sein. Ein negativer Koeffizient bedeutet im
Beispiel der Warmeleitung, dass sich bei einer Erhéhung des Temperaturgradienten der
Warmestrom verringert, was physikalisch nicht sinnvoll ist.

3.6.3 Linearisierung des Quelltermes (Grundregel 3)

Wird der Quellterm mit folgender Gleichung: S = Sc + Sp Tp linearisiert, muss stets Sp < 0
sein. Dadurch wird die Diagonaldominanz der Matrix gesichert (verstérkt). Dies ist vor allem
bei der Verwendung von Punktverfahren zur Losung des Gleichungssystems wichtig. Flr den
Fall, dass Sp > 0 ist, ergibt sich ein sich selbst verstdrkendes System (Anstieg in der
Temperatur -> Verstarkung der Warmequelle -> Anstieg in der Temperatur), das rasch
instabil werden kann.
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Beispiele fir Linearisierungen
a)S=5-4T (1)Sc=5,Sp=-4
(2)Sc=5-4T,, Sp =0

(8)Sc=5+7T,, Sp=-11

empfohlen

bei komplexen Ansatzen oft der
am besten geeignete Weg

fihrt zu einem ,steileren

Zusammenhang zwischen Sund T
- (y=d+kx)

und  reduziert  daher  die
Geschwindigkeit der Konvergenz

ist aus numerischen Griinden oft
gewollt!

b)S=5+7T (1) Sc=5,S =7—> Sc =5, Sp =7 — i. A. nicht brauchbar,
da Sp > 0 zu numerischen Instabilitaten

fuhrt.

Sind keine Iterationen notwendig,

dann ist das die richtige L6sung

(2)Sc=3+7 T,, S,=0; empfehlenswert

(3)Sc=3+11 Tp*, S, =-4; geringere Konvergenzgeschwindigkeit,

gewunscht siehe a) (3)

c)S=4-5T° (1) Sc=4- 5T;3 ,S, =0;  maglich, berticksichtigt jedoch nicht die
bekannten S~T Zusammenhange

*2

p !

(2)Sc=4, S, =-5T

Annahernd korrekte Beschreibung, da

jedoch T und T, unterschiedlich —

schwécherer Zusammenhang als in
Realitat

(3) Empfohlener Weg (Taylorreihenentwicklung)

5=s’ +(j—$j (r,-1,)

*3 *) *
S=4-5T° 15T %(T, -T,")

S,=4+10T,°;  Sp=-15T)7

— Tangente an S~T Kurve im Punkt T;

— *3 *2 .
(4)Sc=4+20T, S, =-25T.%;

wie

a) (3)
b) 3)
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3.6.4 Summe der Nachbarkoeffizienten (Grundregel 4)
Der Koeffizient ap entspricht der Summe der Werte der Nachbarkoeffizienten:

a, =Y. a, wenn S, =0 Gl. 77
a =) a,—S; Gl. 78

Daraus folgt, dass Tp ein gewichteter Mittelwert der Nachbarpunkte ist. Die Regel gilt fur
Situationen, in denen die Differentialgleichung weiter erfullt bleibt, wenn man eine Konstante
zur abhédngigen Variablen addiert. Die Differentialgleichung enthélt oft nur Ableitungen der
abhangigen Variablen (z.B. T), dann erfullen sowohl T als auch T + konst. Wert die
Differentialgleichung. Das muss durch die Diskretisierungsgleichung wiedergegeben werden.

Die vier Grundregeln gelten fir alle (bisherigen und weiteren) Schritte. Sie sind anwendbar
auf die allgemeine Variable ¢. Der Konvektionsterm in der allgemeinen Erhaltungsgleichung
erfordert spezielle Formulierungen (siehe Kapitel 6). Die anderen Terme werden im Rahmen
der Warmeleitung (nachstes Kapitel) behandelt.

3.7 Anfangs- und Randbedingungen

3.7.1 Anfangsbedingungen

Bei der Bedeutung der Anfangsbedingungen muss zwischen stationdren und instationédren
Problemstellungen  unterschieden werden. Flr stationdre Probleme haben die
Anfangbedingungen wenig Bedeutung. Die Lésung des Gleichungssystems erfolgt iterativ,
daher beeinflusst die Qualitat der Anfangsbedingungen (Anfangswerte der Variablen) i. A.
lediglich die Anzahl der notwendigen Iterationen bis zur Erzielung einer konvergenten
Losung (stabiles Loésungsverfahren vorausgesetzt). Im instationaren Fall beschreiben die
Anfangsbedingungen den Zustand der Variablen im Rechengebiet, von dem aus die zeitliche
Entwicklung beginnt. Dabei sollte diese Anfangsbedingungen die Gleichungen erfullen, da
sonst eine gewisse Zeit fir das Abklingen der eingebrachten Fehler notwendig ist.

3.7.2 Randbedingungen

Fur jedes Finite Volumen eines Berechnungsgebietes existiert eine Diskretisierungsgleichung
fiir die zu berechnende Variable (z.B. T) an diesem Punkt, die sich aus der Profilannahme und
aus dem Transportterm fir die entsprechende Grenzflache zum néchsten Finiten Volumen
ergibt (siehe Abbildung 15). Fur die Finiten Volumen, die an der Oberflache des
Rechengebietes liegen, missen nun jedoch Randbedingungen angegeben werden. Es bestehen
prinzipiell folgende Mdoglichkeiten:

1. Die Temperatur des Finiten Volumen aulRerhalb des Rechengebiets Tg wird
unveranderlich vorgegeben (= dann wird der Wert von Tg im Finiten Volumen B
nicht berechnet!). Diese aul’en vorhandene nicht-mitberechnete Zelle wird 6fters auch
als “Ghost*-Zelle bezeichnet.

2. Der Warmefluss Uber den Rand des letzten Finiten VVolumens gg ist gegeben.

3. Der Warmefluss als eine (lineare) Funktion von Tg ist gegeben,
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0 Te+1 G
Abbildung 15: Innere und am Rand liegende Finite VVolumen (qg = Warmestrom uber die
AuRenflache)

Fur 2. und 3. muss eine zusatzliche Gleichung konstruiert werden (Beispiel linker Rand,
Abbildung 15):

Wenn Tg direkt gegeben ist, ergibt die Integration der Differentialgleichung ber das Finite
Volumen am Rand folgende Gleichung:

0 +q +SAx=0

— | Gl 79
mit: (qi =—k d—T) ergibt sich: g, =-k Tou T,
dx (%),

Ebenso wie g; wird auch der Warmestrom gg Uber die AulRenflache berechnet:

g = kJizTe Gl. 80
(6X)g
Eingesetzt in die Kontrollvolumen-Gleichung erhalt man:
qB—kM+(SC+SPTB+1)Ax:O Gl. 81

(6x),

Wenn der Warmefluss Qg am Rand direkt gegeben ist, ergibt sich folgende
Diskretisierungsgleichung:

ag+1 Tgr1=ay T +b Gl. 82
) k.
mit:  a, = g a5, =8, —S AX
b=S,Ax+0,

Bei konvektivem Warmeiibergang an der Oberflache zu einem strémenden Medium ist der
Warmefluss von der Temperatur des Mediums linear abhéngig :

de = f(Truia) Os = a (Tt-Te+1) Gl. 83
Damit ergibt sich folgende Diskretisierungsgleichung:
ag+1 Tgrr=ai T +b
mit: o = Wéarmeulbergangskoeffizient [W/m2K]
k.

a, =—
;
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aprr=a-SpAX+ «a

b=S.Ax+aT,

Falls gg eine nichtlineare Funktion von Tg ist, muss gs nach den gleichen Regeln wie fiir den
Quellterm (Taylorreihen—Entwicklung) linearisiert werden. Dabei ist zu beachten, dass
Gradienten—Randbedingungen nicht Uber eine Approximation des Gradienten aus den
Gitterpunktwerten dargestellt wird. Der Gradient wird in Form des Warmeflusses direkt in der
Energiebilanz des letzten berechneten Randvolumens verwendet.

3.8 Zeitabhangigkeit am Beispiel der instationaren eindimensionalen
Warmeleitung

Neu zu betrachten ist nun der zeitabhangige Term der instationdren Warmeleitungsgleichung.
Unter der Annahme, dass p « ¢, konstant ist und keine Warmequelle vorhanden ist, ergibt
sich:

e, -2 ) o1

Die Zeit ist eine einseitig gerichtete Koordinate. Daraus ergibt sich ein
Fortschreitungsverfahren in Zeitrichtung. Ausgehend von der bekannten Verteilung der
Temperatur T zur Zeit t wird in einem typischen Zeitschritt die Verteilung zur Zeit t + At
berechnet. Es ist daher eine Integration Uber Zeit und Ort notwendig.

Zum Zeitpunkt t sind die bekannten Variablenwerte Tp°, Tg°, Ty°. Zum Zeitpunkt t + At
ergeben sich die neuen Variablenwerte Tp!, Te*, Tw'.

Die Diskretisierungsgleichung aus Integration von Gl. 84 (ber ein Kontrollvolumen und Gber
einen Zeitschritt von t bis t + At ergibt:

et+At t+At e
oC H—dtd H (k—jd xdt Gl. 85

Unter Verwendung des rdumlichen Mittelwertes der Temperatur zum jeweiligen Zeitpunkt,
kann fur die zeitliche Anderung der Temperatur folgende Diskretisierung verwendet werden:

[ Edtdx '_T)Ax Gl. 86

Die zweite Ableitung in Raumrichtung kann gleich wie bei der stationdren
Warmeleitungsgleichung diskretisiert werden. Damit ergibt sich:

s ke [TE _TP] kw[TP _TW]
pcp(T;—T;’)Ax=j( R dt Gl. 87

e w

t

Zur Losung des Zeitintegrals auf der rechten Seite, muss ein Verlauf der Temperatur tber
dem Zeitschritt gewdahlt werden. Unter Annahme eines linearen Verlaufs mit dem
Wichtungsfaktor f ergibt sich:
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t+At

[ Todt=[ T +(1- )T, |at Gl. 88
t

Dabei muss der Wert f zwischen 0 und 1 liegen. Eingesetzt in Gleichung 87 erhalt man die
einfachste Diskretisierungsgleichung fiir Gl. 84:

pcp(Tpl—TF?)Ax:At{f{ke(TE_T) Ky (T2 =T )]+(1 f){ke(T;X—TP)_kW(Tp —TW)H

OX OX OX

(5 W W

Gl. 89

Durch Zusammenfassen aller Koeffizienten fir die einzelnen Variablen zu den

0
Einflusstermen 233 & kann die Diskretisierungsgleichung unter Weglassen des

Zeitindex 1 (Tp* — Tp, Te> > Te usw.) wie folgt geschrieben werden.
ap Tp=ag| fT.+(1- )T |+a, [ f T, +(1- )T, |+[ap - (1- f)a. —(1- f)a, [T,

Gl. 90

K k AX
mit.  a =—=, a,=——, a=pCc,— und a,=a,+fa.+fa,
OX, X At

W

Wird der Wichtungsfaktor fur den zeitlichen Verlauf der Variablen f = 0 gesetzt, ergibt sich
das explizite Zeitschema:

a,T,=aT’ +a,T +[a,’-a. —a, |T.° Gl. 91

Darin ist Tp eine Funktion von ausschliel3lich bereits bekannten Werten zum alten Zeitpunkt
Tp = f(Tp°, TE%, TwY). Tp ist unabhangig von den Nachbarpunkten Tg, Tw zum neuen Zeitpunkt
t+At.

Wenn f = 0 ist, ergibt sich ein implizites Zeitdiskretisierungsschema. Fur f = 1 heil3t dieses
Schema voll implizites Schema, fur f = 0,5 das Crank — Nicolson Schema. In beiden Féllen ist
der Wert Tp auch von den Werten der Nachbarpunkte zum neuen Zeitpunkt abhangig. Tp =
f(Te", T, Tw’...bekannt und Tg, Tw ... unbekannt). Da diese auch im selben Zeitschritt erst
berechnet werden, ist hier jedenfalls die L6sung eines linearen Gleichungssystems notwendig.

1 __—explizit
l_— Crank-Nicolson
_— voll implizit

Abbildung 16: Verlauf der Variablenwerte Gber der Zeit fur unterschiedliche Schemata
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3.8.1 Explizites Zeitintegrationsschema

Der Vorteil des expliziten Schemas liegt darin, dass nur bekannte Werte der Variablen aus
dem alten Zeitpunkt zur Berechnung von Tp verwendet werden. Dadurch entsteht jedoch eine
Einschrankung bei der L&nge des Zeitschritts. Um die diagonal dominante Systemmatrix zu
erhalten, muss der Einflussfaktor fiir Te°, (as° - ag — aw) ein positiver Wert sein. Damit ergibt
sich fur einen aquidistanten Gitterabstand Ax und eine gleich bleibende Warmeleitfahigkeit k
folgende Bedingung (Stabilitatskriterium):

(A%)°

At < Gl. 92

Wenn der Zeitschritt groRer ist, entstehen physikalisch unsinnige Ergebnisse.
3.8.2 Implizite Schemata

Das Crank—Nicolson Schema ist bedingungslos stabil. Das bedeutet nicht, dass sich
physikalisch realistische Ergebnisse fur beliebige Zeitschritte und Gitterabstande ergeben. Oft
ergeben sich oszillierende Losungen. Das voll implizite Schema ist flr grolle Zeitschritte
besser geeignet als das Crank — Nicolson — Schema. Die Forderung nach beliebig grof3en
Zeitschritten kann nur das voll implizite Schema erfillen. Es ergibt immer ein physikalisch
sinnvolles Verhalten. Fir kleine At ist das Crank—Nicolson Schema genauer.

3.8.3 Voll implizites Schema

Fur das voll implizite Schema ergibt sich folgende Diskretisierungsgleichung:

a.T, =a Ty +a.T. +a,T, +b Gl. 93
Lk K, ) AX
= (o), (ox), N

mitt  b=SAx+alT,
a, =a. +a, +a) —S,AX
Darin ist in b der Einfluss aus dem letzten Zeitschritt, wie ein Quellterm, enthalten.

Fur At >> ergibt sich die stationdre Warmeleitungsgleichung. Fir den Fall, dass die
Warmeleitfahigkeit temperaturabhangig ist, kann dieser Einfluss nur iterativ beriicksichtigt
werden. Im instationdren Fall gelten dieselben Regeln fir die Behandlung der
Randbedingungen, der Quellterm - Linearisierung und dem Aufstellen und Ldsen des linearen
Gleichungssystems, wie im stationdren Fall. Die Erweiterung auf mehr Dimensionen ist
einfach maoglich.

3.9 Mehrdimensionale Lésungen

Mehrdimensionale Ldsungen funktionieren dhnlich wie die eindimensionalen. Es sind
lediglich die Beziehungen in allen Koordinatenrichtungen anzusetzen und zu beriicksichtigen.
Abbildung 17 zeigt einen Gitterausschnitt eines kartesischen Gitters mit Gitterpunkt P, W und
E als Nachbarn in x-Richtung, S und N als Nachbarn in y-Richtung. Die Dicke in z—
Richtung ist 1. Die Bezeichnungen fiir Ay; (dy)s etc. sind analog zur eindimensionalen
Situation. Die tatsachliche Lage der Oberflachen der Kontrollvolumen ist damit noch nicht
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festgelegt. Die Berechnung des Wéarmeflusses ge Uber die gemeinsame Oberflache e
zwischen P und E erfolgt unter der Annahme, dass ge der Mittelwert tber die Flache Ay x 1
ist. Die anderen Warmestrome werden gleich berechnet. Im kartesischen Gitter vereinfachen
sich die Gleichungen, so dass keine so genannten ’Kreuzdiffusionsterme’ entstehen.

NW N NE
S — b S S
|
Kontrollvolumen (8% )yy (9X)e _i
AX.AY. AZ
\ S {} p i [ﬁy}n

|
|
: B |
Ay | |

& . e o

T K " e Y
w7 B
1 |
1 |

S T'Z/ & | 5Y)s
P s |
i AX I
1 |
| |
[ESSS « . WU « . T o« | S

o $ &

SW S SE

Abbildung 17: Kartesisches (numerisches) Gitter fur eine 3-dimensionale Losung

Damit erweitert sich die Differentialgleichung um den Wérmeleitungsterm in y-Richtung bzw.
im dreidimensionalen Fall auch um den Term in z-Richtung (in eckigen Klammern):

,ocpﬂ=i(k£j+i kﬂ + i(kﬂj +S Gl. 94
ot ox\' ox) oyl oy oz\ oz
Die Diskretisierungsgleichung ergibt sich daraus, wie folgt:

a T, =a Ty +a. T, +a,T, +a,T, +aTs +a,T, +agT, +b Gl. 95

mit folgenden Koeffizienten:

Q- k AyAz a - K, AXAZ Q K AXAy
- 5Xe " 5yn ! 52'{
_ k,AyAz Q= k,AXAz Q= k, AXAy 20 = AX Ay Az
5X, * Sy, 5%, ¢ At

b =S, AxAyAz + a,’T,
a,=ag+ay+ay+as+ar+ag+ap —S, AXAyAz Gl. 96
(ap =2 - SpAV)

Die physikalische Bedeutung der Koeffizienten ist, wie folgt: Die Nachbarkoeffizienten
stellen die Warmeleitfahigkeiten zwischen P und dem jeweiligen Nachbarpunkt dar. apOTp0 ist
die (innere) Energie im Kontrollvolumen zur Zeit t. Der Term b enthalt diese innere Energie
und die Warmequelle (bzw. Senke) aus Sc. Der Polkoeffizient a, ist die Summe aller
Nachbarkoeffizienten (einschlielich des Zeitnachbarkoeffizienten apo) und dem linearen
Quelltermanteil S,.
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3.10 Warmeleitungsahnliche Probleme

Mit der bisher gezeigten Methode kdnnen nicht nur Wérmeleitungsprobleme geldst werden,
sondern auch

Massendiffusion

Elektromagnetische Felder

Spezielle Stromungsprobleme, wie
— Potentialstromung

— Stromung in porésen Medien

4 Konvektion und Diffusion

Nach der Diskretisierung des Instationédrterms, des Diffusionsterms und des Quellterms in der
allgemeinen Erhaltungsgleichung fehlt nun noch der Konvektionsterm. Der Konvektionsterm
beeinflusst die Einflussterme a zu den benachbarten Stiitzwerten. Das lineare
Gleichungssystem bleibt jedoch erhalten, so dass die Ldsungsmethoden fiir algebraische
Gleichungen weiter verwendet werden konnen. Der konvektive Transport wird durch die
Stromung verursacht. Das zugrunde liegende Stromungsfeld muss daher bestimmte
Eigenschaften erflillen, um eine korrekte Verteilung der transportierten Grolie ¢ zu erhalten.
Die Diskretisierung des Konvektionsterms ist anspruchsvoll und bedarf mehrerer
Uberlegungen. Da die Konvektion ebenso wie die Diffusion einen Transport (iber die
Oberfl&che des Kontrollvolumens darstellt, werden beide Effekte oft gemeinsam betrachtet.

4.1 Eigenschaften des Stromungsfeldes

Die wichtigste Eigenschaft des Stromungsfeldes fiir den konvektiven Transport ist die
Erfullung der Kontinuitatsgleichung:

5_,0+5(puj)
ot OX

=0 Gl 9
J

Da diese Gleichung in differentieller Form fir jedes beliebige Kontrollvolumen gilt, ist diese
Forderung fir ein nur an diskreten Orten (in den Finiten Volumen) als Mittelwert
vorhandenes Geschwindigkeitsfeld nur fir Sonderfélle erfullbar. In einem Finiten Volumen-
Verfahren wird diese Eigenschaft nur von den Massenflussen (ber die
Kontrollvolumenoberflachen genau erfullt. Daher muss die Erhaltungsgleichung fur eine
beliebige ErhaltungsgroRe ¢ dieselben Finiten Volumen verwenden, wie sie fur die Kontrolle
der Massenerhaltung vorhanden sind.

Eine weitere Forderung fir das Stromungsfeld ist die Erfullung der Impulserhaltung, der
Energieerhaltung und der Zustandsgleichung.

4.2 Eindimensionale, stationare Konvektion und Diffusion

In der allgemeinen dreidimensionalen Erhaltungsgleichung fiir eine spezifische GrofRe ¢
bewirken sowohl die Diffusionsterme als auch die Konvektionsterme einen Transport.
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opu.
M+p—l¢:i % +S
ot OX axj 8xj

]

Um nun das Zusammenspiel zwischen Konvektion und Diffusion naher zu betrachten, wird
der Fall eines stationdren, eindimensionalen Transports ohne Quellterm in x- Richtung
betrachtet:

d _d(pd¢
&(pu¢)_dx(r dx) Gl. 97

Aus Kontinuitatsgrinden ist im eindimensionalen Fall fir ein inkompressibles Medium puA
(= Massenfluss) konstant, d.h. es flieRt auf der einen Kontrollvolumenseite der gleiche
Massenstrom ein, wie auf der anderen Seite aus. In der Kontrollvolumendarstellung wird ohne
Einschrankung der Allgemeingdltigkeit ein &quidistantes Gitter mit gleichen Grenzflachen A
und A, verwendet.

(OX)yy (6X)e

(6%)e . (6%)7e

Lk
m o o .'I‘-./ € 0
L ary L3 4 o o
W e

W - -

AX |

Abbildung 18: Gitter fiir die Konvektions- und Diffusionsdarstellung (eindimensional)

Die Darstellung der Gradienten fur die Diffusionsterme mit Hilfe einer linearen Verteilung
der Grolie ¢ zwischen den Nachbarwerten, wurde bereits im vorherigen Abschnitt gezeigt. Ein
logischer Schritt ist es daher, dieselbe Verteilung auch fir die Berechnung des
Konvektionsterms zu verwenden. Durch Integration der Erhaltungsgleichung (GIl. 97) Uber
das Volumen AV = Ax « 1 « 1 (rdumliche Diskretisierung) ergibt sich folgende Gleichung:

(pug) ~(pug), :( %j _(r‘;—fjw 6l. %8

Zur Bestimmung des konvektiven Flusses muss also der Wert von ¢ an der Stelle e bzw. w
wahrend des Zeitschrittes bekannt sein. Unter Annahme einer linearen Funktion zwischen W
und P bzw. P und E ergibt sich bei einem &quidistanten Gitter mit einer Oberflache exakt in
der Mitte zwischen den beiden Nachbarorten:

1

:§(¢E +4:) 4, =%(¢§N +¢,) mit (X, =X, ") Gl. 99

P

Die lineare Verteilung zwischen den Gitterzellen wird auch als Zentraldifferenzen-Schema
(Central Differencing Scheme CDS) bezeichnet. Eingesetzt in die Diskretisierungsgleichung
ergibt sich:
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P +9o P+ _ (¢E_¢P)_ (=N
(pu), 5 (pu), > =T, 5 r, 5 Gl. 100

e W

Mit der Bezeichnung der Flusse Uber die Zellgrenzen mit F fur den konvektiven und D fur
den diffusiven Fluss, erhalt man:

r

F=pu D=—
p OX

Gl. 101

Eingesetzt in die Diskretisierungsgleichung unter Verwendung der Indizes fur die
Oberflachen e und w fihrt zu:

+ +
Fe¢EZ¢P_FW¢P 2%=De(¢E_¢P)_DW(¢P_¢W) Gl. 102
Nach der Umformung der Gleichung und Zusammenfassung aller Terme erhélt man:
F F F F
—£__w.D+D |= D ——& |+ D +—X Gl. 103
o[5-Bnn,]-a[0-E)e (0 5)

Die Koeffizienten zu den Nachbarvolumen in der allgemeinen Diskretisierungsgleichung
(a.4, = a-¢: +a, ¢, ) ergeben damit:

F F F F
aE:De—7e aW:DW+7W aP:De+7e+DW—7W Gl. 104

aP:aE+Fe+aW_FW=aE +aW +(Fe_Fw)

Nur bei Erfullung der Kontinuitatsgleichung erreicht man, dass Fe = F,. Damit ergibt sich
wieder die Grundregel 4, namlich, dass ap = ag + aw ist. Wichtig ist dabei, dass auch
Grundregel 2 (nur positive Koeffizienten!) erfullt sein muss.

Wenn nun in einem Beispiel der konvektive Fluss den Wert F. = F, = 4 annimmt und der
diffusive Fluss D = Dy = 1, dann erhalt man bei Werten von ¢ = 200 und @y = 100 beim
Einsetzen in Gl. 103 den Wert ¢ = 50.

Fe=Fw=4und D, = Dy =1 ergeben bei ¢ =200 und ¢y = 100 :

5, = efe Y audn _ (L-2)200+(1+2)100 _ —200+300 _100 _50-4, Gl.105

a, 1-2)+(@+2)+(4-4)  -1+3 2

(@) (aw) (Fe-Fw)
Fur den Fall, dass die Werte ¢= = 100 und ¢y = 200 sind ergibt sich:

—1.100+3.200 500
2 2

9, = =250=¢, Gl. 106

Da beim Transport einer spezifischen GréRe durch Konvektion und/oder Diffusion der Wert
nicht groer als der groBte Nachbarwert und nicht kleiner als der kleinste Nachbarwert
werden darf (2. Hauptsatz der Thermodynamik) ist dieses Ergebnis falsch!

Diese Ergebnisse sind auch zu erwarten, da im gezeigten Beispiel der Koeffizient ag negativ
ist. Damit wird die Grundregel 2 verletzt, ndmlich dass alle Koeffizienten ein positives
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Vorzeichen haben missen. Wenn also der Betrag von /F/ < 2 D wird, dann ergibt sich ein
negativer Koeffizient. Dies gilt sowohl fiir positive als auch negative Strémungsrichtung:

bei F ist positiv —>ag<0
bei F ist negativ — ay <0

Wenn nun ein negativer Koeffizient vorhanden ist, ist die Diagonaldominanz der Matrix im
linearen Gleichungssystem (im eindimensionalen Fall) nicht mehr gegeben:

8, =Y a, < |ay| Gl. 107

Fur den Fall, dass keine Diffusion vorhanden ist und Kontinuitét vorliegt (Fe = F) ergibt sich
fur den Polkoeffizienten: ap = 0.

Damit kann die Diskretisierungsgleichung: a.@, =a.¢. +a,d, nicht mehr durch ein
Punktlosungsverfahren (z.B. Punkt-GaulR-Seidel VVerfahren) gel6st werden.

Im vorhergehenden Teil wurde damit gezeigt, dass die Verwendung des Mittelwertes der
beiden benachbarten VVolumen flr die Berechnung des Konvektionsterms fir Féalle mit hohem
Konvektionsanteil nicht funktioniert. Es muss daher ein anderes, allgemein gultiges
Konvektionsschema gefunden werden. Daher wird im nédchsten Abschnitt auf weitere
Madglichkeiten zur Behandlung des Konvektionsterms eingegangen.

4.3 Exakte Losung des eindimensionalen Konvektions-Diffusionsproblems

Eine exakte Losung des Konvektions- Diffusionsproblems ist nur fir den eindimensionalen
Fall moglich:

dg_ 0y

=I— Gl. 108
dx dx

pu
Dabei wird wiederum von der Erfullung der Kontinuitatsgleichung fur ein inkompressibles
Medium ausgegangen, so dass pu vor die Ableitung der transporierten Grofle ¢ in
Raumrichtung x gestellt werden darf. Zur Erklarung der Erhaltungsgleichung wird die
charakteristische GroRe der Peclet-Zahl Pe eingefiihrt. Bei konstanten Werten fiir den
Diffusionskoeffizienten " (= konstant) und den Massenfluss p.u (= konstant), ist die Peclet-
Zahl als Verhéltnis von konvektivem zu diffusivem Transport wie folgt definiert:

- plli - = Kg;:j;t:;n X=0—>¢=4¢ Gl. 109

Pe

X=Lo>g¢=¢

Die exakte, geschlossene Ldsung der Transportgleichung (fiir eine konstante Peclet-Zahl
zwischen 0 und L) ergibt folgenden Verlauf der GrélRe ¢, der in Abbildung 19 fir
unterschiedliche Pe-Zahlen dargestellt ist:

d exp(Pe-x/L)-1
é. — &, - exp(Pe)-1

Gl. 110
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(]):(I)W

cl):(I)W_

P=] p

v

x=0 x=dx x=L

Abbildung 19: Variablenwert als Funktion der Peclet- Zahl

Fur den Grenzfall Pe = 0 (reine Diffusion oder Leitung) ergibt sich ein linearer ¢—x—Verlauf.
Bei Stromung in positiver x-Richtung (d.h. Pe > 0), wird der ¢-Wert mehr durch den Wert ¢
von stromauf beeinflusst. Bei sehr grof3en positiven Pe—~Werten liegt der ¢-Wert im groRten
Teil des Gebiets nahe beim Wert ¢ von stromauf. Analoges gilt fur die Stromung in negativer
x-Richtung. Die Konsequenzen fiir ein physikalisch realistisches ¢y —Profil zwischen den
Gitterpunkten, die sich aus der Betrachtung der exakten Losung des Konvektions—Diffusions—
Problems in Abbildung 19 ergeben, sind:

Die Annahme fiir eine lineare Verteilung der transportierten GroRe ¢ stimmt nur fir kleine
Pe-Zahlen. Fir grol3e Pe-Zahlen ist die Annahme richtig, dass der Wert nahe dem stromauf
liegenden Wert liegt. Fur alle anderen Falle liegen die Werte offensichtlich zwischen diesen
beiden Extremldsungen.

Fur die Betrachtung der Falle mit groBem Konvektionsanteil wird nachfolgend das so-
genannte Upwind-Schema untersucht.

4.4 1% Order Upwind-Schema

Bei grolem Konvektionsanteil ist der Wert an der Grenzflache (w bzw. €) @, bzw. @ im
Transportterm nahe dem Wert in der stromauf liegenden Zelle (siehe Abbildung 19). Dieses
Schema wird nachfolgend als 1% order Uwpind-Schema (UDS) bezeichnet. Es ist auch unter
aufstrom-gewichtete Differenzen, upwind differencing scheme oder donor-cell method
bekannt. Bei einer Stromung in positiver x-Richtung ergibt sich damit an der Grenzflache e:

Fe>0: &= ¢ bzw. bei umgekehrter Stromungsrichtung Fe < 0: ¢ = ¢

¢w wird analog definiert. Unter Verwendung des Operators: MAX (a, b) (= der grofiere Wert
von a und b), kann der konvektive Transport durch das UDS wie folgt geschrieben werden:

Fe de = op MAX(Fe, 0) - ¢ MAX(-F, 0) Gl. 111
Gleichung 111 kann auch wie folgt geschrieben werden:

Fede= dpFe - deFe mit: Fe' = MAX(Fe, 0) und F¢ = MAX(-F, 0) Gl. 112
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Damit sind beide Anteile des konvektiven Teils des Einflussterms positiv! Sie treten jedoch
nie gleichzeitig auf. Wenn die Strémung in x-Richtung erfolgt, ist Fe" > 0 und Fe = 0 und
umgekehrt.

Die entsprechende Diskretisierungsgleichung unter Berlcksichtigung des diffusiven
Transports lautet:

AP =ad: +a, 4, Gl. 113
mit:  ag = D, + MAX(-F,,0) =D, +F¢
aw = Dy + MAX(F,,0) =Dy+Fy'

ap=aytac+F +F,-F -F,
mit: F.=F,"-F, und F,=F," - F, ergibt sich:
ap:aw+aE+Fe+FW

Daraus ist ersichtlich, dass keine negativen Koeffizienten auftreten. Die Losung wird dadurch
physikalisch sinnvoll. Jedoch nur fir Strémungen mit einer hohen Peclet-Zahl. Der
numerische Aufwand fur dieses Schema ist klein, daher wird es nach wie vor héufig
verwendet. So z.B. als Teil des Hybrid-Schemas. In Abbildung 20 ist das Prinzip des UDS
grafisch fur die Berechnung der Werte @, bzw. ¢ fur beide Stromungsrichtungen dargestellt:

¢ W k h

ﬁ """ [ T :

w w p e E X

Abbildung 20: Grafische Darstellung des 1% order Uwpind-Schemas (UDS)
4.4.1 Hybrid Schema:

Das  Hybrid-Schema  16st das eindimensionale  Konvektions-Diffusionsproblem
naherungsweise. Zur Verdeutlichung des Zusammenhangs zwischen der exakten Ldsung und
dem Hybrid-Schema erfolgt den Vergleich der dimensionslosen Form des Einflussfaktors
ag/De als Funktion der Peclet-Zahl Pe. Aus Gleichung 110 folgt:

ac Pe

£ - Gl. 114
exp(Pe) -1

D

[

Dieser Verlauf ist in Abbildung 21 dargestellt. Fir positives Pe ist der Gitterpunkt E der
Stromab—Nachbar und sein Einfluss verschwindet mit zunehmendem Pe. Fur negatives Pe ist
E der Stromauf-Nachbar und hat groRen Einfluss. Diese drei Grenzfélle sind ebenfalls im
Bild dargestellt (gestrichelt). Sie formen eine Einhillende und stellen eine verninftige
Approximation der exakten Kurve dar. Das Hybrid—Schema besteht aus diesen drei Geraden.
In kompakter Form ergibt sich:

ae = De[-Pe, 1-%,0] = [-Fe, De -%,O] Gl. 115
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Abbildung 21: Hybrid—Schema: Verlauf des Koeffizienten ag/D, Uber der Peclet-Zahl

Es ist identisch mit dem CDS fir -2 < Pe < 2, und aul3erhalb reduziert es sich auf das UDS
ohne Diffusion. Die Konvektions-Diffusions-Diskretisierungsgleichung fir das Hybrid-
Schema ist also

AP =ad: +a,4, Gl. 116
mit:

Fe

ag :|:_Fe7 De —?, O:|

ay, :{+FW, D, +%, 0}
a, =a. +a, +(F.-F,)
Diese Formulierung gilt fur jede beliebige Lage der Kontrollvolumen—-\Wénde.

4.5 Eigenschaften von Konvektionsschemata

Das UDS 16st also die konvektiven Terme der Erhaltungsgleichungen. Es stellt sich jetzt die
Frage, wie gut diese Losung ist. Im Folgenden werden Kriterien fur die Bewertung von
Konvektionsschemata gegeben. Ein Konvektionsschema soll die eindimensionale,
instationare Differentialgleichung fir ein inkompressibles Medium perfekt I0sen:

op$ , 9pud _ Gl. 117

Abbildung 22: Eigenschaft des 1-dimensionalen Konvektionsterm

Die Losung stellt dabei den reinen Transport des Verlaufs von ¢ um das Wegstiick Ax = u=At
dar. Dabei soll die Form unverandert bleiben. Die Maxima und Minima sollten auf denselben
Werten liegen. Diese ideale Eigenschaft wird im Normalfall nicht erreicht. Um ein
Konvektionsschema beurteilen zu kénnen, werden hier fiinf grundlegende Eigenschaften fir
Konvektionsschemata definiert:
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45.1 Beschranktheit

Die Beschrénktheit der Losung ist eine notwendige Bedingung fir die Berechnung komplexer
mehrdimensionaler Strdmungen. Sie bedeutet, dass der reine konvektive Transport einer
spezifischen GroRe ¢ keine Werte erzeugen darf, die hoher als der Maximalwert oder
niedriger als der Minimalwert sind. Dies widerspricht dem 2. Hauptsatz der Thermodynamik.
Die Bedingung kann also wie folgt beschrieben werden:

min(g) < ¢ < max(g) Gl. 118

Eine ausreichende Bedingung fur die Einhaltung dieser Eigenschaft ist, dass alle
Einflusskoeffizienten groier gleich null sind.

a >0 Gl. 119

Wobei der Index i fiir alle Nachbarvolumen eines Kontrollvolumens steht. Nicht-beschrankte
Losungen fahren zu neuen, unphysikalischen Maxima bzw. Minima oder zum Auftreten von
unphysikalischen Schwingungen.

45.2 Genauigkeit

Konvektionsschemata sollen, wie in Abbildung 22 gezeigt, fur den eindimensionalen Fall
gezeigt, die Verteilung der transportierten GroRe moglichst genau erhalten. Komplexe
dreidimensionale Strémungen ergeben keine derart einfachen Loésungen. (Dennoch gibt es
Verfahren, die den Konvektionsterm exakt abbilden. Diese beruhen auf dem Transport von
Teilchen, die jeweils mit ihrer Verteilung die Verteilung der skalaren Grof3e wiedergeben. Sie
werden dabei wie masselose Teilchen mit der Hauptstrémung mittransportiert.). Der
Vergleich mit diesen sehr rechenintensiven exakten Methoden mit den einfachen Methoden,
die hier behandelt werden, zeigt die so-genannte berechnete Genauigkeit. Eine Verfeinerung
des Berechnungsgitters erhoht die Genauigkeit jedes Konvektionsschemas. Ein Verfahren
hoherer Ordnung erhoht im Allgemeinen diese Genauigkeit gegentiber dem UDS bei gleicher
Gitterauflosung.

45.3 Transportivitat

Die Konvektion hat eine ausgezeichnete Richtung. Der konvektive Transport soll nur in diese
Richtung erfolgen. Das bedeutet, dass dieser Term nur durch stromauf liegende Werte der
transportierten Grolle ¢ beeinflusst wird. Diese Eigenschaft wird von allen so-genannten
Upwind-Schemata erfullt.

45.4 Erhaltung der GroRRe ¢

Das Erhaltungsprinzip fur die Konvektion besagt, dass durch den Transport die einflieende
und die ausflielende Menge der ErhaltungsgroRe ¢ fiur eine Kontrollvolumen im stationéren
Fall gleich sein muss. Daruber hinaus muss auch die Menge, die aus einem Volumen uber
eine Zellflache austritt gleich der Menge, die in die Nachbarzelle lber diese (gemeinsame)
Zellflache eintritt, sein. Das Erhaltungsprinzip ist fur eine physikalisch richtige Losung der
Erhaltungsgleichungen grundlegend.

455 Stabilitat
Die Stabilitat eines Verfahrens ist direkt verbunden mit der Struktur und den Werten der

Koeffizientenmatrix. Diese wiederum hdngen vom verwendeten Diskretisierungsschema ab.
Je nach Komplexitat des Schemas sind mehr oder weniger Koeffizienten besetzt. Eine
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positive Koeffizientenmatrix erhdlt man, wenn Bedingung (GI. 119) erflllt ist.
Diagonaldominanz ist erfullt, wenn die Koeffizienten in der Hauptdiagonale groier gleich der
Summe der Koeffizienten in derselben Zeile sind:

2| = Z‘aij‘ Gl. 120

i#]

Eine positive und diagonal dominante Koeffizientenmatrix ist dabei eine hinreichende jedoch
keine notwendige Bedingung, um eine stabile Losung zu erhalten. Die Verletzung dieses
Kriteriums flhrt jedoch meist zu instabilen Losungen.

Der Grund warum, diese beiden Bedingungen dennoch absichtlich verletzt werden, liegt in
der Idee genauere Konvektionsschemata zu verwirklichen.

4.6 Numerische Diffusion

Bei der Diskretisierung des Konvektionsterms tritt je nach Konvektionsschema das Problem
der so-genannten ,,numerischen* Diffusion auf. Diese kann sowohl in eindimensionalen als
auch vermehrt in mehrdimensionalen Problemstellungen auftreten. Der Grund ist, dass durch
die rdumliche und zeitliche Mittelung der transportierten GroRRen in den Finiten Volumen die
Auflésung von starken Gradienten praktisch nicht moglich ist. Es stellt sich dadurch
zusatzlich zur i1.A. vorhandenen physikalischen Diffusion eine durch die numerische
Umsetzung verursachte zusatzliche, falsche oder numerische Diffusion ein. Beeinflusst kann
die numerische Diffusion durch die Wahl des verwendeten Konvektionsschemas werden. Je
héher die Ordnung des Schemas, desto geringer fallt die numerische Diffusion aus. Dabei
bezieht sich die Ordnung des Schemas auf die Darstellung des Verlaufs der transportierten
Grolke ¢ als Taylorreihe, wobei die Ordnung der Potenz des ersten nicht-berticksichtigten
Terms entspricht (siehe Skriptum Offner).

Diskretisierung mit dem Zentraldifferenzen-Schema (CDS):

Das CDS ist von einer Genauigkeit zweiter Ordnung, da die Taylor Reihe bei Ax?2
abgebrochen wird.

Diskretisierung mit dem Upwind Schema (UDS):

Das UDS ist von einer Genauigkeit erster Ordnung, da die Reihe bereits bei Ax abgebrochen
wird.

Daraus l&sst sich schlieRen, dass Zentraldifferenzen, die ebenso wie UDS sehr einfach
berechnet werden kdnnen, solange wie moglich verwendet werden sollten. Die Einschrankung
besteht darin, dass die Einflusskoeffizienten a; nicht negativ werden durfen (siehe
Hybridschema). Es gibt jedoch auch weitere Moglichkeiten die numerische Diffusion
einzuschranken (siehe nachfolgendes Kapitel: Limitierte Konvektionsschemata)

Als ein Beispiel fir das Auftreten numerischer Diffusion wird hier die Diskretisierung der
Erhaltungsgleichungen fur ein zweidimensionales Mischungsproblem mit einer einfachen
Stromung diskutiert. Aufgrund der einfachen Losung kann der Einfluss der Gitterausrichtung
im Bezug zur Stromungsrichtung auf den Transport der Temperatur (Enthalpie) gezeigt
werden.
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Beispiel:

Temperaturprofil in Schnitt
A-A mit Diffusion (1 #0)

i

]
—/ .

_____ — I

i
Kalte Luft !
1
1

Heilke Luft

T

1

1
Temperaturprofil in Schnitt
A-A ohne Diffusion (I'=0)

Abbildung 23: Beispiel Vermischung von zwei Luftstromen unterschiedlicher Temperatur

Heille Luft

Kalte Luft

Abbildung 24: Numerisches Gitter zur Umsetzung des Beispiels (stromungsparallel)

Unter der Annahme, dass der physikalische Diffusionskoeffizient null ist (I' = 0), folgt, dass
die bei der numerischen Berechnung feststellbare Diffusion nur der numerischen Diffusion
zurechenbar ist. Die Stromungsgeschwindigkeit ist im ganzen Berechnungsgebiet gleich groR
mit einer einheitlichen Richtung und erfullt bei Annahme gleichbleibender Dichte die
Kontinuitatsgleichung.

Zentraldifferenzen TI'=0 — a,=0
da FE = FW
FW = Fs

Damit ergibt sich das Problem in der Berechnung: ai:%' Damit ist keine Losung mittels
p

eines Punktsolvers maglich.

Upwind

a) Unter der Annahme einer Strémung in positive x-Richtung und keiner Geschwindigkeit in
y-Richtung (v = 0), ergibt sich bei einem Diffusionskoeffizienten von I" = 0:

ayund as =0, ag ist stromabwarts und daher auch null — ay = ay = ¢p =ow
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mit: ag = Dg + max [-Fe,0]  Fe ist positiv — max [Fe,0] =0

Damit bleiben die beiden Teilstrome ungemischt, was der richtigen Loésung fur dieses
Problem entspricht. Es tritt also keine numerische Diffusion auf. Alle stromabwarts liegenden
Gitterpunkte weisen die gleiche Temperatur wie stromaufwérts auf. D.h., oben 100°C (heiRe
Luft), unten 0°C (kalte Luft)

Strémungsrichtung

HeilRe Luft

Kalte Luft

Abbildung 25: Warmetransport bei I' = 0, stromungsparalleles Gitter
b) Stromung unter 45° zu den Gitterlinien
Vereinfachung Ax = Ay undu=v=1m/s
— aw und as sind gleich
ag und ay sind 0 2>0p =05+ dpw+ 0,5+ ¢s

Das Medium stromt unter einem Winkel von 45° zur Gitterausrichtung ein. Ohne Diffusion
mussten die Werte an den Gitterpunkten oberhalb der Diagonalen 100°C und unterhalb 0°C
haben. Dies ist jedoch aufgrund der nun auftretenden numerischen Diffusion nicht mehr der
Fall.
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Strémungsrichtung =0

HeilRe Luft

S

'1.|.r'
Kalte Luft

Abbildung 26: Warmetransport bei I" = 0, Strémungsrichtung unter 45° zur Gitterrichtung
4.7 Limitierte Konvektionsschemata

Konvektionsschemata hoéherer Ordnung basieren auf der Interpolation der Werte an der
Grenzflache durch Polynome. Derartige Kurven weisen eine proportional zur Ordnung
steigende Anzahl von lokalen Extremwerten auf. Die Polynome wirken sich auf das Ergebnis
eines numerischen Losungsverfahrens derart aus, dass in den Verlaufen von ¢ Schwankungen
auftreten. So treten auch bei einem Schema mit einem Polynom 1. Ordnung (z.B. 2™ Order
Upwind, siehe unten) Oszillationen in der Losung auf. Dieser Effekt tritt besonders bei steilen
Gradienten auf und ist ausschlaggebend dafiir, dass der Gitterabstand bei den nicht-limitierten
Verfahren hoherer Ordnung nicht zu groR8 gewéahlt werden darf.

Die Idee der limitierten Konvektionsschemata besteht darin, die Oszillationen durch
Reduktion der Ordnung des Polynoms in der Ndhe von Extremwerten zu verhindern. Auf
diese Weise sollen Verfahren héherer Ordnung wie beispielsweise 2™ Order Upwind zu
stabilen Ergebnissen gezwungen werden. Da sich eine solche Limitierung nicht a priori
einstellen l&sst, sondern an jeder Stelle immer von der aktuellen Ldsung bestimmt ist, sind
limitierte Konvektionsschemata grundsatzlich nichtlinear. Die Vermeidung von Oszillationen
wird letztlich durch die Inkaufnahme wvon lokalen Verminderungen  der
Approximationsordnung und ein nichtlineares Verfahren erreicht.

4.7.1 TVD Eigenschaft
Harten beschrieb 1983 Anforderungen an limitierte Konvektionsschemata. Verfahren, die den

Zweck verfolgen, Oszillationen zu vermeiden und somit zwischen den Stlitzwerten monoton
zu verlaufen, missen zwei Bedingungen erftllen:

e es dirfen keine neuen Extremwerte entstehen,
e existierende Extremstellen dirfen nicht verstarkt werden.

Formal koénnen diese Forderungen durch die Beschrdnkung der Totalen Variation” Uber
einem Intervall eingehalten werden. Deshalb heifit diese Gruppe der limiterten
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Konvektionsverfahren auch TVD-Verfahren (Total Variation Diminishing). Kontrolliert wird
dabei die Monotonie-Eigenschaft der zweiten Ableitung.

Die Totale Variation von ¢ Uber ein Intervall ist definiert als:

TV () =D |#.. — 4] Gl. 121
i=1
Bezogen auf eine eindimensionale skalare Erhaltungsgleichung fir ¢ vom Typ
9w 0 uso Gl. 122
ot OX

bedeutet die Forderung nach Monotonie gleichzeitig die Verminderung der totalen Variation.
Um Oszillationen zu vermeiden, muss die Bedingung

TV (") <TV (¢") Gl. 123

eingehalten werden. Erfillt ein Schema diese Forderung, so wird es als TVD (Total Variation
Diminishing) bezeichnet. Die oberen Indizes markieren die Zeitpunkte; n + 1 ist die neue
Losung, die aus n gebildet wurde. Hier kann die zeitliche Fortschreibung exemplarisch
anstelle einer Abfolge von Iterationen betrachtet werden. Wenn ein Verfahren in der Lage ist,
die Zunahme von Oszillationen von einem Zeitschritt zum nédchsten zu vermeiden, so gelingt
es auch beim Schritt von einer Iteration zur n&chsten.

4.7.2 2" Order Upwind Schema
Konvektionsschemata hoherer Ordnung sind z.B. auf der Basis des linearen

Konvektionsschemas 2. Ordnung erstellt. Bei diesem Schema werden die Werte an der
Oberflache mittels einer Geraden extrapoliert.

In Abbildung 27 ist das Prinzip des 2" order Upwind Schemas grafisch fir die Berechnung
des Wertes @, flr beide Strdmungsrichtungen dargestellt:

¢ Aww P Pu 3 [/ = Pee
A ey PR
ww w w P e E EE X

Abbildung 27: Grafische Darstellung des 2™ Order Uwpind-Schemas

Die Diskretisierung des Konvektionsterms uber die beiden Oberflachen und die Berechnung
von ¢, bzw. ¢ (fir ein aquidistantes Gitter) erfolgt dabei mit folgenden Gleichungen:

fur u, > 0: @, :g@\, —%ﬁ,\,w fur uy, <O0: Wy = §¢P — @ Gl. 124
3 1 3 1
fiir ue > 0: =—=@, —— fiir ue < 0: = — g ——
b ==t~ b b= b~ P



54 Num. Methoden Thd

Es kdnnen daher unter Berticksichtigung der Vorzeichen und der Definitionen F, bzw. F,
(siehe GI. 112) fur die Konvektionsterme wie folgt geschrieben werden:

.3 1 (3 1
FW¢W:FW(E¢N _E%W)_FW(E¢P_E¢EJ Gl. 125

.3 1 (3 1
Fe¢e = Fe (E¢P _E%j_ Fe (E¢E _E¢EEJ

Die Diskretisierungsgleichung enthélt nun auch Einflussterme, die (ber die unmittelbaren
Nachbarzellen hinausgehen:

aP¢P = aE¢E + aw¢(/v +aEE¢EE +%W%W +b Gl. 126

Die konvektiven EinfuBterme lauten nun (darin sind die Koeffizientenanteile, die aus der
Gleichung fur F, ¢, =... stammen negativ berticksichtigt, um die Tatsache zu beruicksichtigen,

dass F,” einen Ausstromvorgang und F, einen Einstromvorgang darstellt):

3 1
=—F, +=F
aW 2 w 2 e
aE:EFe‘+£FW‘
2 . 2 Gl. 127
=—_—F¢
aWW 2 w
1
a.. =——F"
EE 2 e

473 2" Order Upwind TVD Schema

Die oben angefuhrten Berechnungsterme kdnnen nun so zerlegt werden, dass sie aus dem
UDS Schema und einem so-genannten Korrekturterm bestehen. Dieser liefert offensichtlich
den Unterschied zwischen den 1% Order Upwind Konvektionsterm und dem der héheren
Ordnung (in diesem Fall: 2" Order Upwind).

fr uy > 0: @, = B +%¢§N —%%W faru, <0: ¢W=¢P+%¢P—%¢EGI. 128

. 1 1 " 1 1

fur ue > 0: ¢ =9 +E¢P _Eﬂ/\/ flir ue < 0: ¢ =9 +E¢E _E¢EE
Damit ergeben sich folgende Konvektionsterme:

FW¢W=FV\7(¢N+%%\/ _%MJ_FW(¢P+%¢P_%¢EJ Gl. 129

. 1 1 _ 1 1
Fe¢e = Fe (¢P +E¢P _EﬁNj_ Fe (¢E +§¢E _E¢EE)

Im Vergleich mit den UDS zeigen sich bei dieser Darstellung die Korrekturanteile
(Erweiterungen 2. Ordnung):

wby =Foty —Fudo 2 ( Fod —Futh)- —( Fo o — Fude) Gl. 130

ubs

Erweiterung 2.0rdnung
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F.g. = Fe+¢P -F +% Fe+ (¢P — )_ —F (¢E ¢EE)

uDS

Erweiterung 2.0rdnung

Die Erweiterung kann nun mit Hilfe von so genannten ,,Flux-Limitern“ ‘¥ dargestellt werden.

l:e¢e = (Fe+¢P ¢E) [1 Y ; \I: j

Die Idee des TVD-Schemas ist es nun die Erweiterungen fur die 2. Ordnung mit Hilfe der
Flux-Limiter nur dann zu verwenden, wenn die lokale Losung das zul&sst. Das Kriterium far
die Verwendung der Erweiterung 2. Ordnung ist das VVorhandensein eines Extremwertes. Die
Quotienten der Differenzen der Werte von ¢ zu den beiden Nachbarzellen zeigen dabei den
Extremwert an:

r, = b=t Gl. 132
¢P _ﬁ/\/

So ergibt der Verlauf von ¢ in Abbildung 27 fir r,, einen negativen Wert, da die beiden
Steigungen flr ¢ links und rechts von ¢ ein unterschiedliches VVorzeichen haben und damit
ist an dieser Stelle ein Minimum vorhanden (bei einem dquidistantem Gitter entspricht dies
einem direkten Vergleich der Steigungen links und rechts von ¢»). Bei monoton steigenden
bzw. monoton fallenden Verldufen ist der Quotient positiv. Ebenso sind die weiteren
Quotienten definiert:

re:¢P_ﬂN ree: ¢E_¢P rWW: ¢P_¢N G|133
¢E _¢P ¢EE _¢E ﬁ/\/ _¢{NW
Die Flux-Limiter sind Funktionen der Quotienten, wobei unterschiedliche Ansatze in der
Literatur veroffentlicht sind, z.B.:

r+|r|
1+r

1 Y= Gl. 134

2 ¥, =max[0,min(Lr)]=minmod(L,r)  (Minmod)

@) ¥, =max[0, min( 2r), min(r, 2)] (Superbee)

Die TVD - Schemata erzielen bedingungslos beschrankte Lésungen und koénnen auch im
Uberschallbereich eingesetzt werden. Sie sind transportiv und erfillen die Erhaltung der
transportierten GroRe. Je nach Flux-Limiter sind sie mehr oder weniger stabil. Wobei gilt,
dass weniger stabile Ldsungen genauer sind. Der Flux-Limiter (3) erzeugt ofter einen
konvektiven Fluss 2. Ordnung und ist daher weniger stabil als die Flux-Limiter (1) oder (2).

Bei Verwendung der oben gezeigten Ansadtze wechselt die Genauigkeit des
Konvektionsschemas zwischen 1. und 2. Ordnung. In der Ndhe eines Extremwertes geht die
Genauigkeit auf die 1. Ordnung zurtick, sonst ist das Schema 2. Ordnung genau. Der Einfluss
auf das Ergebnis ist jedoch schwierig abzuschétzen. Darlber hinaus wird hier nicht mehr in
jedem Fall der Einflusskoeffizient positiv gehalten. Damit kann auch die Diagonaldominanz
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der Koeffizientenmatrix verloren gehen. Dennoch gibt es eine Losung des linearen
Gleichungssystems.

4.7.4 Convective Bounded Schemes

Eine weitere Gruppe von Konvektionsschemata basieren auf dem so genannten ,,Convective
Boundedness* Kriterium. Die Idee dieses Ansatzes ist es physikalisch realistische Losungen
dadurch zu erreichen, dass die Losung monoton bleibt. Dabei kann ebenso wie beim TVD-
Schema die Regel verletzt werden, dass alle Koeffizienten positiv sind und damit die
Losungsmatrix diagonal dominant ist. Das ,,Convective Boudedness® Kriterium basiert auf
einer Normalisierung der transportierten GroRe ¢. Fur eine Geschwindigkeit u,, > 0 an der
Grenzflache w wird folgende normalisierte Variable ¢3 erzeugt:

¢3 = M Gl. 135

¢P _¢{Nw
Diese Normalisierung ist auf die stromauf liegenden Werte bezogen. Es kann nun mit diesen
normalisierten Werten ein Diagramm erzeugt werden, das die Werte an den Orten W und w
(siehe Abbildung 27), namlich ¢, bzw. ¢, auf den beiden Koordinaten darstellt (Abbildung

28). Die schattierte Flache und die Linie a, fur die ¢3W :&N gilt, stellen die Regionen dar, die

zu einer beschrankten Ldsung fuhren. Die Linie a stellt aber auch gleichzeitig das UDS
Verfahren dar, das immer zu beschrénkten Lésungen flihrt. Das Zentral Differenzen Schema
(CDS) (siehe GI. 99) fuhrt zu folgender Beziehung:

A

1~ 1
=—@y += Gl. 136
ho=

Das 2" Order Upwind Schema ergibt:

A

%zg@ Gl. 137

Dargestellt im Diagramm erkennt man bereits, dass die Linie b und c die Region mit
beschréankten Lésungen verlasst, und daher auch hier die Tatsache bestatigt wird, dass diese
beiden Schemata nicht - beschrankte Losungen erzeugen.

du
A
c a b a 1% Order Upwind (UDS)
1 / b Zentral Differenzen Schema (CDS)
> =7 c 2" Order Upwind
g d d SHARP
/ Il'
J s QN
0/0 1

Abb. 28: Diagramm der normalisierten Variablen
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Die lIdee der ,,Convective Boundedness“ Schemata liegt nun darin, dass der Verlauf der
Funktion des Konvektionsschemas mdglich weit in das schattierte Dreieck eintritt. D.h. der
Verlauf der Funktion auf3erhalb der Dreieckflache ist ident mit dem UDS und innerhalb des
Dreiecks verlduft es nach der strichlierten Linie (z.B. SHARP Simple High-Accuracy
Resolution Program).

Zusammenfassend kann hier festgestellt werden, dass die so genannten limitierten
Konvektionsschemata von der Idee abgehen, alle Einflusskoeffizienten positiv zu halten.
Damit kann auch die Eigenschaft der diagonalen Dominanz der Ldsungsmatrix verloren
gehen. Das Kriterium fur die Verwendung eines Konvektionsschemas héherer Ordnung ist die
lokale Verteilung der transportierten Grof3e. Liegt ein monoton steigender oder fallender
Verlauf vor, wird das Verfahren héherer Ordnung verwendet. Liegt ein Extremum vor, wird
auf das UDS zuriickgeschaltet. Damit ist jedoch auch die Einheitlichkeit des Verfahrens nicht
mehr  gegeben. In  eindimensionalen  Berechnungsmodellen gibt es  auch
Konvektionsschemata, die einheitlich iber das gesamte Rechengebiet ein Verfahren héherer
Ordnung verwenden. Diese sind jedoch bis heute in 3d CFD Simulationsmodellen nicht
vorhanden.

5 Lo6sung des Gleichungssystems zur Berechnung der Stromung

Die Navier-Stokes Gleichungen stellen ein System nicht-linearer, gekoppelter, partieller
Differentialgleichungen dar. Sie kdnnen als die Erhaltungsgleichungen fir die einzelnen
Geschwindigkeitskomponenten, die Masse und die Energie unter Berlicksichtigung der
Stoffwerte betrachtet werden. Die Kontinuitatsgleichung hat keine ,,eigene” Variable; nur bei
kompressiblen Stromungen kann sie als Bestimmungsgleichung fir die Dichte betrachtet
werden. Der Druck hat auch keine ,eigene* Gleichung; er beeinflusst alle
Impulserhaltungsgleichungen gleichermalien, l&sst sich aber aus keiner Gleichung direkt
berechnen. Aus diesen Griinden ist die Losung der Navier-Stokes Gleichungen schwierig. Es
ist notwendig, einen speziellen Kopplungsalgorithmus zu entwickeln, um die
Geschwindigkeitskomponenten und den Druck so zu bestimmen, dass alle Gleichungen erfillt
sind.

Zur Losung von Stromungsproblemen im inkompressiblen Bereich wird meistens eine der
Druckkorrekturmethoden eingesetzt. Sie werden aus den diskretisierten Kontinuitats- und
Impulsgleichungen abgeleitet.

Die diskretisierten Impulserhaltungsgleichungen fir u;, beschrieben fur ein Kontrollvolumen
(KV) um den Punkt P, lauten:

apl;p = zaNBui,NB +AV - §; _Av(aa—pj Gl. 138
k Xi p

Hier ist AV das Volumen des KVs und im Term S; sind alle explizit behandelten Teile der
diskretisierten Impulserhaltungsgleichung aufler den Drucktermen zusammengefasst. Der
Druckquellterm wurde symbolisch in der Form des Produkts aus einem diskretisierten
Ausdruck fir den Druckgradienten im KV-Zentrum und des KV-Volumens dargestellt.
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Der Druckquellterm kann aber auch konservativ als Summe der Flachenkréfte in x-Richtung
uber alle Seiten des KV, u;, diskretisiert werden; in diesem Fall steht der obige symbolische
Ausdruck fir den Gradienten stellvertretend fur:

Z(Xi 'ﬁk )pksk

Die diskretisierte Kontinuitatsgleichung lautet:

>, m =0 Gl. 140
Die Massenflisse m, sind wie folgt definiert:

m, = [ pV.Ads ~ Y (puns), Gl. 141
Sy i=1,3
Wobei u; und n; die Kkartesischen Anteile des Geschwindigkeitsvektors bzw. des
Normalenvektors der Flache S, darstellen.

Wenn alle Variablen an der gleichen Stelle, z.B. in der Mitte des Kontrollvolumens,
gespeichert sind, treten Probleme in der Kopplung von Druck und Geschwindigkeiten auf.
Harlow und Welch haben als Lésung vorgeschlagen, die Geschwindigkeiten und den Druck
versetzt auf zwei Gittern zu berechnen (siehe Abbildung 29).

o Gitterpunkt Gitterpunkt ﬂ Gitterpunkt
far'V

far Skalar ) fur U

Abbildung 29: Gestaffeltes Gitter fur die einfache Kopplung von Druck und Impuls

In dem so genannten staggered grid (gestaffelten Gitter) sind die Druckterme der
Impulserhaltungsgleichungen im Rahmen einer Approximation 2. Ordnung ohne Interpolation
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verfligbar. Jede Geschwindigkeitskomponente kann mit den Druckwerten in den benachbarten
KV-Zentren gekoppelt werden.

Die Massenflisse in der Kontinuitatsgleichung konnen direkt berechnet werden, da die
Geschwindigkeiten genau an den Oberflachen der KV fir skalare GroRen vorhanden sind. Die
Kontinuitatsgleichung wird auf einem Satz von von KV, namlich dem fur die skalaren
GroRen, Uberpruft und erfillt. Fir die KV der Geschwindigkeitskomponenten mussen die
Massenflisse interpoliert werden. Dabei missen auch die interpolierten Massenflisse auf
diesen KV die Kontinuitatsgleichung erfullen:

(m,), =05-(m, +mg) (m,), =05-(m.,, +m,,) Gl. 142

In diesem Fall stellt die Kontinuitatsgleichung fir ein u; —Kontrollvolumen die Summe der
Kontinuitatsgleichungen fur zwei skalare KV dar und ist damit ebenso erfillt, wenn die
Massenflisse m, die Kontinuitatsgleichungen erftllen. Eine analoge Interpolation folgt fir
die Bestimmung der Massenflisse fur die KVs der beiden anderen
Geschwindigkeitskomponenten.

5.1 SIMPLE Algorithmus (Semi Implicit Method for Pressure Linked
Equations)

Die diskretisierten Impulserhaltungsgleichungen ergeben nun, wenn die (noch nicht richtigen)

*

Driicke p aus der vorhergehenden Iteration  eingesetzt  werden, die
Geschwindigkeitskomponenten u; . Aufgrund der Gleichung 138 kann man schreiben:

z ,aNBui*NB * *

* ' AV 'S' AV

U, =k T L [ap J Gl. 143
ap ap ap \ 0% ),

Die nach der Lésung der Gleichungen vorhandenen Geschwindigkeiten u;” erftllen nun die
diskretisierten Erhaltungsgleichungen fir den Impuls. Sie erfullen jedoch nicht die
diskretisierte Kontinuitatsgleichung:

D m =0 sondern " m, =S, Gl. 144

Im SIMPLE-Verfahren werden nun die korrigierten Geschwindigkeiten u:~ gesucht, die die

diskretisierte Kontinuitatsgleichung erfullen. Die Korrektur wird durch die Anpassung des
Druckfeldes erzeugt. Die Kkorrigierten Geschwindigkeiten sollen also folgende
Impulserhaltungsgleichungen erfillen:

zaNBui*,NB * o
o=k SAVES AV (6'0 ] Gl. 145
ap ap ap o

U.
i,P 6Xi
Wobei Zk m, =0 die Kontinuititsgleichung mit den neuen korrigierten Geschwindigkeiten
erfullt ist.

Durch die Subtraktion von Gl. 143 von GI. 145 ergeben sich folgende Beziehungen zwischen
den Geschwindigkeitskorrekturen u; , und den Druckkorrekturen p’:
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ul, = _ﬂ(a_pJ Gl. 146
ap \ 0% /),

Dabei gilt folgender Zusammenhang zwischen den korrigierten Geschwindigkeiten u.~ bzw.
dem korrigierten Druck p~ und den Geschwindigkeitskorrekturen u/, bzw. den
Druckkorrekturen p’:

K

u +u und p. =p, +p Gl. 147

Damit ergibt sich fir die Geschwindigkeitskorrekturen u/ eingesetzt in die
Kontinuitatsgleichung, dass diese die Massendivergenzen in den KV aufldsen:

D> m, +S,=0 Gl. 148

Wenn die Ergebnisse aus Gleichung 147 in die Massenflusskorrekturen eingesetzt werden,
ergeben sich eine diskretisierte Druckkorrekturgleichung:

af Py = 2% Pre — Si Gl. 149
k

(Der hochgestellte Index p bedeutet darin, dass sich der Einflusskoeffizient auf den Druck
bezieht)

Welche Nachbar-KV in der obigen Gleichung auftreten, hangt von der Approximation des
Druckterms in den Impulserhaltungsgleichungen und vom Gittertyp ab. In einem
zweidimensionalen kartesischen Gitter und einer Approximation der Druckterme mit dem
Zentral Differenzen Schema (CDS) ergeben sich folgende Einflussterme (Koeffizienten):

o | 2(ay) ] o | 22

oAy | a |
- - - -

al = w al = w Gl. 150
- aP n L aP s

und af=->af;
k

(Die hochgestellten Indizes u und v bedeuten darin, dass sich die Einflussterme auf die
Geschwindigkeitskomponenten u bzw. v beziehen).

ap bzw. a; sind die Polkoeffizienten in den entsprechenden Impulserhaltungsgleichungen.
Die Indizes e, w, n und s beziehen sich auf die Oberflachen des Skalar-KV.

Nach der Losung der Druckkorrekturgleichung, kénnen die Geschwindigkeiten bzw. die
Massenflisse korrigiert werden. Der Druck wird ebenfalls korrigiert, jedoch nicht mit dem
vollen Korrekturwert p’, sondern nur mit einem unterrelaxierten Wert ¢, p* mit o, < 1.

Die Unterrelaxation der Druckkorrektur ist notwendig, da in der Herleitung der
Druckkorrekturgleichung einige Vereinfachungen vorgenommen worden sind. Es wurden z.B.
in Gl. 145 statt der (richtigen) Geschwindigkeiten uif*NB, die in der Iteration vorhandenen

*

Geschwindigkeiten Yine yerwendet. Noch dazu werden die Koeffizienten nicht fir jede
Iteration neu berechnet. Da diese selbst wieder von den Geschwindigkeiten und der
turbulenten Diffusion abhdngen, kann die Korrektur in den Iterationen nur mit
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Unterrelaxation erfolgen. Dies fordert auch ein stabiles Iterationsverhalten. Eine nahezu
optimale Konvergenz wird erreicht, wenn o, =7-«, gesetzt wird. Darin ist o, der
Unterrelaxationsparameter fir die Impulserhaltungsgleichungen.

Anmerkung: Relaxation der Losungen

Wie oben erwahnt kann es bei numerischen Losungen zu keiner konvergenten Ldsung
kommen. Es sind daher Relaxationen notwendig. Unterschieden werden Uber- und
Unterrelaxation, wobei bei Unterrelaxationen eine Dampfung der Losung erfolgt (d.h. die
neue Losung wird nur in abgeschwachter Form verwendet) oder eine Uberrelaxation (d.h. das
Ergebnis der neuen Iteration wird verstarkt).

Iteration i:
a,T, =Y a,T, +b Gl. 151
T > a,T, +b

p

a,

bezeichnet man T,* als Wert der ,,alten* Iteration und fiihrt folgende Umwandlung durch:

* Zanb'Tnb +b *
T, =T, +| =————-T, Gl. 152

p
ap

so bleibt die Gleichung formal gleich. Durch Einfuhrung eines Relaxationsfaktors (o) erhélt
man:

. a,T,+b .
T, =T, +O{M—TPJ Gl. 153
ap

o =0...1— Unterrelaxation
a > 1 ...Uberrelaxierung

Damit erreicht man, dass das Ergebnis der neuen lIteration nur gedampft (a<l) in die
Berechnung eingeht und somit leichter ein konvergentes Ergebnis erzielt werden kann.

5.2 LoOsungsweg der Impulsgleichungen
Fur den SIMPLE Algorithmus werden folgende Schritte nacheinander durchlaufen:

Schétzen eines Druckfeldes (meist wird das Druckfeld aus der letzten Iteration bzw. aus dem
letzten Zeitschritt genommen)

Losung der Impulserhaltungsgleichungen; Ergebnis: u*, v*, w*
Druckkorrektur p* berechnen
Korrigierten Druck berechnen aus p = p*+p

Berechnung der korrigierten Geschwindigkeiten: z.B.: u = u*+ac (pF,‘—pE )

Losen der Gleichungen fur die restlichen skalaren GréRen wie Temperatur T, turbulente
kinetische Energie k, Dissipation ¢ etc.
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Der neu berechnete, korrigierte Wert von p ist flr die n&chste Iteration: p*

Die Schritte (1) bis (7) werden iterativ so oft durchlaufen, bis eine Konvergenz erreicht ist.

Zu Punkt (6): Wenn eine skalare Grolie ¢ das Stromungsfeld nicht beeinflusst, ist es besser
diese erst nach der Berechnung des konvergenten Stromungsfeldes zu berechnen (z.B.
Konzentrationen). Man nennt solche skalare, ,,nur* mittransportierte GroRen auch ,,passive
Skalare®.

In einem Losungsverfahren fir elliptische Strdmungsprobleme wird grundsatzlich zwischen
den inneren und den &uReren Iterationen unterschieden. Die inneren Iterationen bezeichnen
die wiederholte Ausfiihrung eines Ldsungsalgorithmus fiir das lineare Gleichungssystem fur
eine Variable ¢. Wahrend dieser Wiederholungen bleiben die Koeffizientenmatrix und die
Quellterme konstant. Es dndern sich nur die Werte der Variablen ¢.

Die dulleren Iterationen bezeichnen die Wiederholung des Zyklus, in dem die
Gleichungssysteme fir die einzelnen Variablen geldst werden und auch die Koeffizienten und
die Quelleterme neu berechnet werden. Diese &dulleren Iterationen sind immer dann
notwendig, wenn mehrere gekoppelte oder nicht-lineare Gleichungen geldst werden. (Z.B. die
Navier-Stokes Gleichungen). Die Losung der einzelnen Erhaltungsgleichungen wird auch als
sukzessive Losung (sequential solver) bezeichnet. Durch die Zunahme an Rechnerkapazitat
und fur stark gekoppelte Probleme werden heute auch bereits gekoppelte Lsungsalgorithmen
verwendet. Diese losen alle Variablen gleichzeitig in einem sehr viel groferen
Gleichungssystem.
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Prufungsfragen

Gleichungen

1. Schreiben Sie die einzelnen Terme der Erhaltungsgleichung fiir die spezifische
Erhaltungsgroflie ¢ und erkldren Sie deren Bedeutung.

2. Wie lautet die instationdre Warmeleitungsgleichung im 3 dimensionalen Fall?
Erklaren Sie die Terme.

3. Wie verdndert sich die Erhaltungsgleichung fir den Impuls durch die
Reynoldsmittelung (Zeitmittelung)?

4. Woher kommen die Terme des Reynold’schen Spannungstensors und was bedeuten
sie?
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10.
11.
12.

Was ergibt sich fir das Produkt zweier zeitlich schwankender GroéRen nach der
Zeitmittelung.

Wie veréndert sich eine Erhaltungsgleichung fur die spezifische Erhaltungsgrole ¢
durch die Zeitmittelung?

Leiten Sie die eindimensionale Energieerhaltungsgleichung her!

Wie kann die Turbulenz einer Strdmung berlicksichtigt werden? SchlieBung des
Gleichungssystems; Turbulenzmodelle

Turbulenzmodelle; ~ Prandtl’scher  Mischungsweg-Ansatz; ~ Schliefung  des
Gleichungssystems; SchlieBung 1. Ordnung; Beschreibung eines bekannten
Turbulenzmodells

Definition der turbulenten kinetischen Energie
Was ist ein Newton’sches Fluid?

Wie lautet das Stokes’sche Gesetz fiir Newton’sche Fluide. Zeichnen und erkléren Sie
die Schub- und Normalspannungen im zweidimensionalen Fall

Diskretisierung

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.
24,

25.
26.

Erklaren Sie die 4 Grundregeln fur die numerische Umsetzug von
Erhaltungsgleichungen

Wie lautet die allgemeine Diskretisierungsgleichung fur eine Erhaltungsgleichung?

Wie konnen die Terme einer allgemeinen Erhaltungsgleichung auf einem kartesischen
Gitter diskretisiert werden (Skizze und Gleichungen)? Welcher Ordnung genau sind
die von Ihnen dargstellten Diskretisierungsschemata?

Wie kann die Kontinuitatsgleichung an einem 2 dimensionalen kartesischen Gitter
berechnet werden.

Welche Diskretisierungsgleichungen ergeben sich fir den Konvektions- und den
Diffusionsterm beim CDS?

Erklaren Sie das Hybridschema: Was kann man damit berechnen, Gleichungen,
Vorteile, Nachteile ?

Bei der Diskretisierung der Differentialgleichungen sind partielle Ableitungen nach
der Zeit darzustellen. Welche VVorgangsweisen sind moglich?

Aus welchen Termen bestehen die Einflusskoeffizienten eines 2nd order upwind
Schemas fir ein kartesisches Gitter (Skizze, Gleichung)

Aus welchen Termen bestehen die Einflusskoeffizienten fur die instationdre 3d-
Warmeleitungsgleichung (Zentraldifferenzenschema) in einem kartesischen Gitter mit
Quelltermen

Geben Sie die Quellterm-Linearisierung fur folgenden Quellterm an: S(T) = 15 - 4T3
Welche Mdglichkeiten zur Vorgabe von Randbedingungen gibt es?

Bei der Diskretisierung des Konvektionsterms wird von einer Reihenentwicklung
ausgegangen! Was bedeutet ein Konvektionsschema, das zweiter Ordnung genau ist?

Welche Konvektionsschemata 2. Ordnung kennen Sie?
Nach welchen Kriterien kdnnen Konvektionsschemata beurteilt werden?
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27. Wie konnen diese Kriterien bei einem Konvektionsschema 2. Ordnung eingehalten
werden?

28. Erklaren  Sie den  Unterschied zwischen explizitem und implizitem
Zeitintegrationsschema. Wie groR darf ein expliziter Zeitschritt fur den
Konvektionsterm maximal sein?

29. Bei der Diskretisierung der Differentialgleichungen sind partielle Ableitungen erster
und zweiter Ordnung im Gitter darzustellen. Zeichnen Sie in je eine Skizze flr ein
kartesisches 2-dimensionales Gitter die TransportgroRen fur die Terme
opug , opv¢ Ol @ . Ol P

2 2
30. X o und X oy ein.

31. Welche Methoden zur Verminderung der numerischen Diffusion kennen Sie?

32. Welche 5 Eigenschaften muss ein Diskretisierungsschema fur den Konvektionsterm
besitzen?

Druckkorrektur & Losung der RANS (Reynolds Averaged Navier Stokes Gleichungen)

33. Wie funktioniert die Druckkorrekturgleichung in einem staggered grid ?

34. Wie erfolgt die Berechnung der Divergenz in einer Zelle in einem kartesischen Gitter
mit den Koordinatenrichtungen x, y bzw. den dazugehdrigen Geschwindigkeiten u, v.
Wie kann diese mit Hilfe des Drucks korrigiert werden?

35. Erkléaren Sie den SIMPLE Ldsungsalgorithmus

36. Eine wichtige Eigenschaft des Stromungsfeldes ist die Erfillung der
Kontinuitatsgleichung. Mit welcher Gleichung erfolgt die Korrektur des
Stromungsfeldes, wenn es die Kontinuitatsgleichung nicht erfallt, bei
druckkorrigierten  Verfahren?  (Kontinuitatsgleichung,  Gleichung  fur die
Druckkorrektur, prinzipielle Darstellung an einem 2d kartesischen Gitter mit
staggered grid)
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